s

4

UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
INSTITUTO DE FISICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA AMBIENTAL

DISPERSAO DE NIT~ROGENIO SINTETICO EM
AREA DE TRANSICAO FLORESTA-CERRADO:
MODELAGEM E SIMULACOES

OSVALDO DIAS DE MORAES

ORIENTADOR: PROF. DR. GERALDO LUCIO DINIZ

Cuiaba, MT, Fevereiro 2009



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
INSTITUTO DE FiSICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA AMBIENTAL

DISPERSAO DE NITROGENIO SINTETICO EM
AREA DE TRANSICAO FLORESTA-CERRADO:
MODELAGEM E SIMULACOES

OSVALDO DIAS DE MORAES

Dissertacdo apresentada ao Programa
de Pés-graduacdo em Fisica Ambiental
da Universidade Federal de Mato
Grosso, como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de Mestre em Fisica
Ambiental.

ORIENTADOR: PROF. DR. GERALDO LUCIO DINIZ

Cuiaba, MT, Fevereiro 2009



DEDICATORIA

A Deus pela vida, aos meus pais o inicio
de tudo, a minha familia pelo amor e
compreensao, meus sonhos, a
continuidade.



AGRADECIMENTOS

- Ao professor Dr. Geraldo Lucio Diniz pelo excelente trabalho de orientacdo que
fez de maneira muito competente, tendo paciéncia naqueles momentos de

desespero e duvidas, criando condigdes para que eu elaborasse este trabalho.

- Ao coordenador do programa em fisica ambiental professor Dr. José de Souza

Nogueira e demais professores, muito obrigado

- Aos meus colegas de curso pela amizade, pelo convivio € ensinamentos, em
especial a Valdirene, que nos momentos de desespero e angustia soube ser uma

grande companheira.

- Aos membros da banca, professores Dr. Laércio Carvalho de Barros e Dr. Shozo

Shiraiwa, pela contribui¢cdo para a melhoria da qualidade deste trabalho.

- Aos meus filhos, Brenda, Anselmo, Daliany e minha esposa Edinete, pela

paciéncia nos momentos de auséncia.



SUMARIO

LISTA DE FIGURAS ..ottt ettt e e et e et e e e e e e eeeeenaans
LISTA DE TABELAS cotvuetetttee ettt ettt e et e e e eteee e e etaeesetaaeeseetaneesesauaesesennaaaaes

LISTA DE SIMBOLOS .ottt ettt e e e e et e e e e e e e e e et e aaeeeeeeeeeeeeaaaaaaeeeeeeanenaans

INTRODUGCAO coeeiiiiiieeeeeeeee ettt e e e e e e e et e e e e e e e eesasaaeeeaeeeees
CAPIiTULO I

EMBASAMENTO TEORICO ....ooiieiiiiieeeiiieeeeeiieeeeeeireeeeeevaeeeesaveeeeeenaseeeeeanneas
1.1 NITROGENIO SINTETICO ..coiuvvieeeeiuriieeeeieeeeeeeteeeeeeeaaeeeeeeaeeeeeeetaaeeeeenseeeeenns
1.2 = AREA DE ESTUDO oot eeeee e eeeeee e eeseeesesaeseseseeseseesesseesesenes
1.3 — MODELAGEM MATEMATICA ....ccoiuviieieiirieeeeeiieeeeeeeieeeeeeaeeeeeeaaeeeeeeaneea s
CAPITULO 2

MODELO MATEMATICO  ..voiiieiuiiieeeeiieeeeeeiteee e et eeeeaeeeeeeaaeeeeeenaaeeeeeanaeaean
CAPITULO 3

METODO DE APROXIMACAO DA SOLUCAO ....coovvviviiiiieeeieieiiiieiieeeeee e,

3.1 FORMULACAO VARIACIONAL ....coooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e
3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO ...covviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeiiiiieeeeeeeeeeenns
3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS  ....oviiiiiuiiieeeiiieeeeeiieeeeeeineeeeesnreeeesaneess
3.4 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA  ..uuuuiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeetaieeeeeeeeeeevesasaeeesaeeeens
3.5 ESTABILIDADE NUMERICA ....ouiiiiiiiiieeeiiiieeeeeiteeeeens ceveeeeenanreeeeansseeeeennnnes
CAPITULO 4

RESULTADOS E COMENTARIOS  ....oviiiiiiiieeeiiiieeeeeiieeeeeeiieeeeesivaeeeeeareeeeennneeaens
4.1 INTRODUCGAOD oottt ettt e e e e ettt e e e e e e et aa e e e e e eeesasanens

4.2 SIMULACAO DE CENARIOS  ...euuituuiiiiiieieiiieieeneaseessesnessnnnsesssesennsnsssssnsansnnnnnes

4.2.1 Simulagao do Primeiro CENATIO ........coeevueriereenueeienieneeeenieeseeeeeane
4.2.2 Simulacao do segundo CENATIO ........cecuieruiieiiierieeiierie e ere e
4.2.3 Simulagao do terCeIro CENATIO ......cccvveeeeieeeiieeeieeeeieeeereeeereeesevee s
4.2.4 Simulacdo do qUArto CENATIO .....eevuveeviereieeiieeiie et eee e
4.2.5 Simulagao do qUINTO CENATIO .....eeueerueiiiriiiiieieeieneeieeeeeie e



4.2.6 Simulacao do SEXtO CENATIO .......ccvvvieeiriieeiieeeiee et e

4.3, COMENTARIOS DOS RESULTADOS  cettuteeeeeee ettt e e eeeeeeeaeaeeeeeeeeeeenas

CONSIDERACOES FINAIS ...............

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS  ..eeeeeiteee e et eeee e e et eeaaaeeeeeeeeeeeeaaaeaaaeaees

APENDICE A

CONCEITOS, DEFINICOES E TEOREMAS  ....ovvvvveiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseesnsenees

1. DESIGUALDADE DE HOLDER

2. IDENTIDADES DE GREEN ......
3. CONCEITOS VARIACIONAIS ..

3.1 DISTRIBUICOES .............

3.2 DIFERENCIABILIDADE DE FUNCOES LIPSCHITZ CONTINUA ..............

3.3 CONVERGENCIA FRACA DE MEDIDA E SOLUCAO FRACA ... couuuu......

APENDICE B

1 CODIGOS PARA MATLAB .............

2 CODIGOS PARA MATHEMATICA®

34

37

37

38

44

44

44

44

44

44

44

48

52



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Localizacdo da area de estudo..........cceevuieviiiniienieiiieieeceie e
Figura 2: Diagrama do ciclo de nitrog€nio...........ccceecveerieeriienieesieenieesveeneenens
Figura 3: Definicdo do dominio @€reo.........ccccveeveiieeeiieeniiieeeiieeeiieeeiee e
Figura 4: Elemento de area e principais fluxos de massa a ele relacionados...
Figura 5: Fung¢do base @;(x;,y;) definida sobre 0 j-€simo no.............c.ccceeeeee.
Figura 6 : Triangulos de referéncia superior (Ts) e inferior (Ti)........cc...........
Figura 7 — Distribuicao da concentragdo de nitrogénio sintético ao longo do
dominio, na estagdo Umida com vento de sudeste (N° de Peclet =
0,8 132ttt ettt et et aeenees

Figura 8 — Concentracao de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250....

Figura 9 — Distribuicdo da concentragdo de nitrogénio sintético ao longo do
dominio, na estacdo seca/imida com vento de sudeste (N° de Peclet =
0,6389). ettt

Figura 10 — Concentragao de nitrogénio ao longo do tempo, para o né 1250..

Figura 11 — Distribuicdo da concentracdo de nitrogénio sintético na estagao
seca com vento de sudeste (N° de Peclet = 0.5528)......c.ccevciiivcriiecciiecciieenen.

Figura 12 — Concentra¢do de nitrogénio ao longo do tempo, para o nd
Figura 13 — Distribui¢do da concentracao de nitrogénio sintético na estagao
umida com vento de noroeste (N° de Peclet = 0,7177). w.ccovvveevveeecieeeieeennee.
Figura 14 — Concentracao de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250..

Figura 15 — Distribui¢ao da concentracio de nitrogénio sintético na estagao
umida/seca com vento de noroeste (N° de Peclet = 0,6389). ......cccvvvevveenneen.

Figura 16 — Concentracdo de nitrogénio ao longo do tempo, para o nd
Figura 17 — Distribuicdo da concentracdo de nitrogénio sintético na estagao
seca com vento de noroeste (N° de Peclet = 0,5528). ...ccooovvvviienieeiienieene,

Figura 18 — Concentragao de nitrogénio ao longo do tempo, para o né 1250..

10

11

24

24

29

29

32

32

33

33

34

34

35

35

36

36



LISTA DE TABELAS

Tabela 1: Parametros da simulacdo do cenario na estacdo umida ¢ vento de
SUACSTC. ..t et eettee ettt eeee e e ettt e e e et e e e eeaa e e e e etaaee e eeaaeeeeeeataeeeeetaeeeeeearaeas

i



il

LISTA DE SiMBOLOS

Q Omega Dominio bidimensional

Ik Gama (maiasculo)  Fronteira k

n Eta Vetor normal exterior unitario

o Alfa Coeficiente de difusividade efetiva

do Delta Operador delta de Dirac

c Sigma Coeficiente de degradagdo global da substancia
[0) Fi Funcao base linear

Teta Angulo para o sentido do vento predominante

u mi Medida (no sentido de Lebesgue)

u Concentragdo de Nitrogé€nio Sintético

\% Operador nabla

14 Campo vetorial de velocidades (termo advectivo)
f Termo fonte

Nj(i) N6 do j-ésimo vértice do i-ésimo triangulo

t Tempo (horas)

A Matriz de rigidez

Th Triangulo (n-€ésimo)

B Matriz componente do vetor carga

d Componente do vetor carga

v Espaco vetorial

T Sub-espaco vetorial

v Funcao teste

L’ Espaco de Banach (funcdes de quadrado integravel)

H' Espago de Sobolev



v

RESUMO

MORAES, O. D. Dispersio de nitrogénio sintético em drea de transicio
floresta-cerrado: modelagem e simulacdes. Cuiaba. MT. 2009. 63f. Dissertacao
(Mestrado) - Fisica Ambiental. Universidade Federal de Mato Grosso.

Neste trabalho ¢ apresentado um problema de dispersdo de nitrogénio
sintético na atmosfera, devido a aplicacdo de adubos nitrogenados na agricultura,
em uma area de transicao floresta-cerrado. O objetivo deste trabalho ¢ propor um
modelo matematico bidimensional e a simulacao de cenarios, de modo a descrever
o processo de dispersdo do nitrogénio sintético na atmosfera, em fun¢do dos
fendmenos fisicos considerados. O modelo foi elaborado a partir de uma equagao
geral de difusdo-advecgao-reagdo, para a qual se obteve a existéncia e unicidade
de solugdo para o problema em sua formulacdo variacional. A aproximacao
numérica foi obtida por métodos computacionais com a discretizagdo espacial
através do método dos elementos finitos (MEF), via técnica de Galerkin. Para a
discretiza¢do temporal, a op¢ao foi pelo método de Crank-Nicolson. O uso das
simulagdes computacionais permitiu a apresentacao de cendrios, onde foi possivel
verificar os efeitos da dispersdo do nitrogénio sintético na area em estudo, de

modo a viabilizar a adogao de estratégias mitigadoras ou de saneamento.

Palavras-chave: Polui¢do atmosférica, modelagem ambiental, método dos
elementos finitos (MEF), simulagao computacional.



ABSTRACT

MORAES, O. D. Dispersion of synthetic nitrogen in the transition area forest-
Brazilian savannah: modeling and simulations. Cuiaba. MT. 2009. 63f.
Master’s Thesis - Environmental Physics. Federal University at Mato Grosso
State.

In this thesis a problem of dispersion for synthetic nitrogen in the
atmosphere is presented, of which the origin is due the use of nitrogen fertilizer in
agriculturist areas, for a local of transition forest-Brazilian savannah. The purpose
of this thesis is to propose a mathematical model to describe the dispersal process
of the synthetic nitrogen for a bidimensional domain in the aerial environment and
to develop numerical codes in order to simulate scenarios, where it must take into
consideration the physical phenomena. The model was elaborated from the
diffusion-reaction-advection equation, of which was obtained the existence and
uniqueness of solution for the weak formulation for this problem. The numerical
approximation was implemented by the finite elements method (FEM), using the
Galerkin scheme for the spatial discretization, and the Crank-Nicolson scheme for
the time discretization. The use of computational simulations permits to obtain
scenarios where is possible to verify the effects of dispersion of synthetic nitrogen
into the study area, that to make feasible the adoption of prevention or mitigation

strategies.

Keywords: Atmospheric pollution, environmental modelling, the finite element
method (FEM), computer simulation.



INTRODUCAO

Atualmente, devido ao crescimento populacional e a producdo estagnada de
alimentos, ha a necessidade de maior producdo de alimentos em um menor prazo.
Em fungdo disto, vem sendo utilizada a aplicacdo de nitrogénio sintético para
aumentar a produgdo agricola.

O problema que se vislumbra, diante do aumento da aplicagdo de adubos
nitrogenados, ¢ um desequilibrio do ciclo de nitrogénio na atmosfera (LIMA, 2007).

No Brasil, grande produtor de alimentos, e em Mato Grosso, uma das grandes
fronteiras agricolas do pais, a utilizagao de nitrogénio sintético € crescente.

Neste sentido, o presente estudo foi realizado para uma area de transicao
floresta-cerrado proxima ao municipio de Sinop-MT, por ser a regido com maior
produgdo agricola e onde esta situado o sitio experimental do Programa de Pods-
graduacao de Fisica Ambiental.

O objetivo geral ¢ propor um modelo matematico que possa descrever o
processo de dispersdo de nitrogénio sintético em uma area de transi¢do floresta-
cerrado.

Os objetivos especificos sdo: descrever um modelo matematico para a
dispersdao de nitrogénio sintético em sua formulagdo classica; obter a formulagdo
variacional do modelo proposto; demonstrar a existéncia e unicidade da solugdo do
problema variacional; implementar o cédigo numérico apropriado a formulagao
variacional obtida em ambiente Matlab® e apresentar cenarios, através das
simulagdes obtidas pelo cédigo numérico implementado.

No primeiro capitulo, se fard uma revisdo bibliografica, assim como a

descri¢ao da localizacdo e das caracteristicas da area de estudo. No segundo capitulo,



serd proposto um modelo bidimensional que descreve o processo de dispersao de
nitrogénio sintético para o fluxo laminar na direcdo horizontal, a sua formulagdo
classica, utilizando uma equagdo de difusdo-reacdo-adveccdo. No terceiro capitulo,
sera obtida a formulag@o variacional para o problema. Este procedimento se justifica
para a obtencdo da existéncia e unicidade de solucdo. Em seguida, ¢ feita a
discretizacdo do problema, utilizando métodos computacionais para as discretizagdes
espacial e temporal.

No ultimo capitulo serdo apresentados alguns resultados, através da

simulacdo de cenarios, com alguns comentarios sobre os cenarios obtidos.



CAPITULO I

EMBASAMENTO TEORICO

1.1 NITROGENIO SINTETICO

A comunidade cientifica internacional comeca a alertar para as graves
conseqliéncias da radical modificacdo no ciclo do nitrogénio, nos ultimos 40 anos,
apo6s o advento dos fertilizantes sintéticos (CASTRO, 2007).

O nitrogénio ¢ indispensavel a fotossintese, ¢ integrante das proteinas
vegetais, auxilia a formagdo das folhagens e favorece o rapido crescimento das
plantas. Ainda na década de 60, a disponibilidade de nitrogénio era controlada por
processos naturais, por meio da fixacdo deste elemento pelas plantas
(MARTINELLI, 2007).

O aumento das adi¢des de fertilizantes nitrogenados sintéticos aos solos
agricolas tem sido indicado como principal responsavel pela crescente emissdo de
oxido nitroso (N,O) para a atmosfera.

O o6xido nitroso ¢ um dos gases envolvidos no processo de aquecimento
global. Apresenta uma vida util na atmosfera estimada em 120 anos (IPCC, 1995). O
potencial de aquecimento global de cada molécula de N,O, num horizonte de cem
anos, ¢ maior (310 vezes) do que o de cada molécula de CO,. Embora o N,O seja um
gas reativo, ele contribui pouco para esse processo de aquecimento global, em
decorréncia de sua baixa concentragdo na atmosfera (PAUL e CLARCK, 1996).

Os estudos demonstraram que a concentragdo atmosférica desse gas vem
aumentando consideravelmente nas ultimas décadas, e continua a aumentar
anualmente a uma taxa de 0,25% (KAISER et al. 1998).

O nitrogénio ¢ fundamental na producdo de alimentos por se tratar de um
nutriente limitante. Na sua auséncia, ndo se consegue produzir alimentos nos niveis

da demanda atual. Por outro lado, seu uso excessivo nao permite a absor¢cao completa



pelas plantas e se torna um poluente. “O nitrogénio tem extrema mobilidade, muda
rapidamente de estado e vai da terra para o ar e dali para a 4gua com muita
facilidade, contaminando os ecossistemas agricolas e penetrando nos lengdis
freaticos” (MARTINELLI, 2007).

Os processos bidticos do solo contribuem com aproximadamente 90% da
producdo global de N,O (PAUL e CLARCK, 1996).

As emissdes de N,O dos solos ocorrem como consequéncia, sobretudo, de
processos microbiologicos a partir do nitrogénio mineral. A desnitrificacdo consiste
na reducdo microbiana do nitrato (NO;3), em ambientes anaerdbico, a formas
intermediarias de N e, entdo, a formas gasosas (NO, N,O e N;) que sdo normalmente
perdidas para a atmosfera. O processo de desnitrificacdo, geralmente, ¢ considerado
como o de maior importancia na emissdo de o6xido nitroso, especialmente onde
perdas relativamente grandes de nitrogénio gasoso podem ser medidas.

Embora se acredite que o processo de desnitrificagdo seja a mais importante
etapa do ciclo do nitrogénio, responsavel pela emissdo do oxido nitroso (NO), o
processo de nitrificagdo sob certas circunstancias, parece ter uma importancia
relativamente maior (SKIBA et al, 1993). No caso da nitrificagdo, os
microorganismos oxidantes da amodnia utilizariam o nitrito (NO,) como aceptor final
de elétrons, para minimizar a acumulagdo intracelular de niveis toxicos de nitrito
(RITCHIE e NICHOLAS, 1972).

Medigoes in situ de emissdes de N,O, sob diferentes tipos de solos e sistemas
de cultivo, sdo ainda necessarias para se obter estimativas globais mais precisas
(KAISER et al., 1998).

De acordo com a metodologia do (IPCC, 1997), as seguintes fontes de N,O
devem ser consideradas: (1) emissdes diretas a partir de solos agricolas; (2) emissoes
diretas do solo a partir dos dejetos de animais em pastagens; (3) emissoes
indiretamente induzidas pelas atividades agricolas; (4) emissdes de sistemas de
manejo de dejetos de animais; e (5) emissdes de tratamento de dejetos humanos.

Avaliagdes das emissoes de o6xido nitroso ainda sdo raras no Brasil. Faz-se
necessario, pois, incrementar estudos visando as medi¢des de fluxo de N,O sob
diferentes sistemas de manejo de solo, assim como condi¢cdes climaticas e

pedologicas.



No estudo de fluxos de nutrientes se faz necessdrio uma modelagem
ambiental, com uma abordagem geral da tendéncia e enfoques atuais em torno dos

impactos ambientais.

1.2 — AREA DE ESTUDO

A escolha desta area foi devido ser a regido a maior produtora agricola do
Estado de Mato Grosso e onde esta situado o sitio experimental do programa de pos
graduagdo de Fisica ambiental.

A area de estudo esta situada na Fazenda Maracai, localizada,
aproximadamente, a 50 km NE de Sinop, Mato Grosso, Brasil (11°24,75°S;
55°19,50°0) e a 423 m acima do nivel do mar. Esta area ¢ constituida por uma
floresta tropical de transicdo, que ocupa o ecotono’ entre a floresta Amazonica e o
Cerrado. O relevo ¢ plano com pequenas ondulagdes, o clima ¢ tropical com

temperatura média de 24°C (PINTO Jr., 2007).

SINOP

LOCALIZAGAQ DA TORRE

Figura 1 — Localizacdo da area de estudo.
Fonte: Embrapa, 2009.

"'Ecétono = E a regido de transi¢do entre dois ecossistemas



1.3 — MODELAGEM MATEMATICA

Pode-se dizer que as ciéncias naturais como a fisica, a astrofisica e a quimica,
jé estejam hoje, amplamente, matematizadas em seus aspectos tedricos. Nesta area, a
matematica tem servido de base para modelar, como por exemplo, os mecanismos
que influem na dindmica de populagdes, na epidemiologia, na ecologia, na
neurologia, na genética e nos processos fisiologicos (BASSANEZI, 2006).

Para BASSANEZI (2006), modelar ¢ selecionar, no sistema, argumentos ou
parametros considerados essenciais e formalizé-los através de um sistema artificial
sobre uma por¢do da realidade, na tentativa de explicar, de entender, ou de agir sobre
ela.

Conforme CHORLEY e HAGETT (1975), modelo ¢ qualquer representagao
simplificada da realidade ou de um aspecto do mundo real, que tenha interesse para
o pesquisador, e que possibilita reconstruir a realidade, prever um comportamento,
uma transformag¢@o ou uma evolugdo. Outra defini¢do € a apresentada pelo enunciado
de BERRY (1995), que afirma: “um modelo ¢ uma representacdo da realidade sob
uma forma material (representag¢do tangivel) ou uma forma simbolica (representagdo
abstrata)”.

No contexto dos sistemas ambientais, hd relevancia para os fluxos de
nutrientes nos ecossistemas. Eles correspondem aos fluxos de componentes
nutritivos para as comunidades de plantas e animais, ocorrendo nas mais diversas
grandezas de escalas espaciais e temporais. Os fluxos mais significativos sdo
representados pelo ciclo do carbono, ciclo do nitrogénio e ciclo do enxofre. A figura
2, a seguir, ¢ um modelo exemplificando o ciclo do nitrogénio de acordo com

CHRISTOFOLETTI (1999).
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Figura 2: Diagrama do ciclo de nitrogénio.

Os modelos matematicos sdo abstracdes, no sentido de substituir objetos,
forgas, eventos, etc. por uma expressdo que contém variaveis, parametros e
constantes matematicas (KRUMBEIN e GRAIBYLL, 1965).

HAINES-YOUNG e PETCH (1986) procuram salientar outra defini¢do sobre
modelos, considerando a funcionalidade para a atividade cientifica, mostrando que ¢
o mecanismo pelo qual as premissas sdo usadas para possibilitar conclusdes. Em
funcdo dessa logicidade interna, estes autores mostram que “os modelos sdo
instrumentos usados para elaborar predi¢des”. A tipologia proposta baseia-se nos
critérios de como sdo construidos e utilizados nos testes sobre hipdteses,
considerando trés aspectos:

e Se o modelo ¢ deterministico ou estocastico;

e Se o modelo ¢ parcial ou plenamente especificado;

e Se o modelo é “hardware” ou “software™”.

? Hardware = experimental
3 Software = simulagio



A modelagem ¢ eficiente, a partir do momento em que se tem consciéncia que
se estd sempre trabalhando com aproximagdes da realidade, ou seja, que se estd
elaborando representacdes de um sistema ou de parte dele (BASSANEZI, 2006).

Segundo CHRISTOFOLETTI (1999), a modelagem pode ser considerada
como um instrumento entre os procedimentos metodoldgicos da pesquisa cientifica.
A justificativa reside no fato de que a construgdo de modelos para os sistemas
ambientais representa a expressdo de uma hipotese cientifica, que necessita ser
avaliada, como um enunciado tedrico sobre o sistema ambiental focalizado. Sob essa
perspectiva, a construgdo de modelos pode ser considerada como sendo um
procedimento inerente a pesquisa cientifica e a sua elaboracdo deve ser realizada
acompanhando os critérios e normas da metodologia cientifica.

A modelagem matematica é um processo dindmico utilizado para obtencdo e
validagdo de modelos matematicos. E uma forma de abstragdo e generaliza¢do com a
finalidade de previsdio de tendéncias. A modelagem matematica consiste,
essencialmente, na arte de transformar situacdes da realidade em problemas
matematicos, cujas solucdes devem ser interpretadas na linguagem usual
(BASSANEZI, 2006).

BORREGO e MIRANDA (2005) e REVORA (1987) alertam para o risco de
se considerar os modelos de simulacdo como a verdadeira representacdo da
realidade. Na verdade, os modelos serdo sempre incompletos, uma vez que a
realidade envolve sempre dados qualitativos, ndo passiveis de serem quantificaveis e
que sdo tdo importantes quanto os dados mensuraveis. Os modelos sempre serdo uma
forma de representar a realidade e podera acontecer que a estruturacdo da realidade,
feita pelo modelo, ndo seja representativa dela.

Quanto a formulacdo dos modelos, (JOURGENSEM et al., 1998), afirma que
um modelo consiste de cinco componentes, a saber: as fun¢des de forga ou variaveis
externas que influenciam as condigdes do ecossistema; as variaveis de estado; as
equacdes para a representagdo dos processos bioldgicos, quimicos e fisicos que
ocorrem dentro do ecossistema; os pardmetros ou coeficientes e, finalmente, o
modelo ou diagrama conceitual.

Segundo ODI (2005), a modelagem em dindmica de sistemas nao se detém na

obtencdo de varidveis numéricas precisas em anos especificados. A preocupacgdo



primordial estd em identificar as tendéncias dinamicas gerais do sistema, se ¢ estavel
ou ndo, se oscila, se esta em crescimento ou declinio.

O estudo do funcionamento da modelagem matematica e simulagdo
numérico-computacional podem ser vistos no trabalho de DINIZ (2003), entre
outros, que descreve um problema de dispersdo de poluente num sistema ar-agua.
A modelagem matematica estd permitindo o estudo de diversos fenomenos
relacionados a qualidade do ar. Foi usada para analisar o ponto de alcance das
emissoes aéreas, oriundas de chaminés de industrias (HEIN e BONA, 2004), com a
aplicagcdo de equagdes de difusdo unidimensional no estudo de diferentes
caracteristicas das emissoes.

No capitulo seguinte, serd apresentado o modelo matemadtico proposto para
descrever o processo de dispersdo atmosférica do nitrogénio sintético para a area de

estudo apresentada anteriormente.
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CAPITULO 2

MODELO MATEMATICO

Para descrever o processo de dispersdo atmosférica do nitrogénio sintético na
area de estudo apresentada, ¢ importante saber qual o modelo matematico que mais
se ajusta ao processo real que ocorre na natureza. O intuito ¢ propor um modelo
matematico que possa simular o transporte e a difusdo de nitrogé€nio sintético na
atmosfera. Este modelo serd analisado, a partir de algumas consideragdes sobre a
dindmica atmosférica, levando em conta os fenOmenos relativos a dindmica
ambiental.

Inicialmente, nesta primeira abordagem, serd proposta a adocdo de um
dominio bidimensional, supondo que o nitrogénio sintético ndo atinge grandes
altitudes, e serd considerado o processo de dispersdo apenas no plano horizontal, o
que facilita o estudo nesta abordagem inicial. Além disso, o processo difusivo pode
ser considerado homogéneo a cada camada de 100 m de altitude. Dai, considerando
as dimensodes da area de estudo, que seria de 1000 km de latitude, por 1000 km de
longitude e 100 m de altitude, a partir da superficie, se justifica a adogao de um plano

horizontal (dominio bidimensional), conforme apresentado na figura 3.

Figura 3: Defini¢ao do dominio aéreo.
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O plano bidimensional utilizado (ver figura 3), no qual serd definido o
processo descrito pelo modelo para o processo de dispersdo, para o comportamento
evolutivo da concentracio de um conjunto de particulas de nitrogénio sintético,
transportadas nesta area do dominio escolhido, onde serdo considerados os
fendmenos do processo difusivo (microscopico e aleatério) e advectivo
(macroscopico, através das correntes atmosféricas - ventos), cuja fronteira sera
adotada (conforme apresentada na figura 3), nesta primeira abordagem, sendo que:
I'; se encontra sobre o eixo x, [, se a 1000 km do eixo y e paralelo a ele, I's se
encontra a 1000 km do eixo x e paralelo a ele e, por fim, ['4 se encontra sobre o eixo
.

Considerando que a fonte adotada serd considerada sobre uma parcela do
dominio (cultivar), aproximada por uma fun¢ao do tipo exponencial decrescente, o
transporte de um ponto a outro serd afetado, principalmente, por gradientes de
concentragdo, pelo vento e pela perda de alguma parcela de nitrogénio sintético para
atmosfera (ver figura 4).

P1 componente do fluxo na direcdo y e P2 componente do fluxo na direcao x.

Ax

| > ;

N degradagio ne meio

Ay —) u(x it

-
(fonte) oy

P, componente do fluxo na direcdo y
P, componente do fluxo na direcéo x

Figura 4: Elemento de area e principais fluxos de massa a ele relacionados.
(conforme adotado em ODI, 2005)
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No modelo, serd denominado u(x,y,f) a concentracao de nitrogénio sintético
no ponto (x,y) € €, para o instante ¢ € (0, T]. Neste caso, a referida dispersao pode
ser descrita através da equacdo diferencial parcial, denominada de difusdo—advecgao-
reacdo, dada por:

% = —{difusdo} — {transporte do meio} — {degradacao} + {fonte} (2.1)

que ¢ obtida através da lei de conservagdo das massas (BASSANEZI e FERREIRA
Jr.,1988)
A fonte descreve o mecanismo pelo qual a substancia ¢ introduzida no meio.
Em termos de modelagem classica deste fendmeno, os termos apresentados

acima sao descritos por:

{difusdo} = div[-aVu] (conforme OKUBO,1980; SKELLAM, 1951);

{transporte advectivo} = div[ v u] (conforme EDELSTEIN-KESHET,1988);
{degradacdo} = c u (conforme BASSANEZI e FERREIRA,1988);
Assim, a equacdo adotada para modelar o processo de dispersdao efetiva do

nitrogénio sintético no dominio estabelecido sera dada por:

%:—diV(—aVu)—diV<I7u)—cu+f, (2.2)
onde
(0. = a(x,,1) (aproxima a difusibilidade efetiva no meio aéreo)

V = (i(xp,0); va(x,.1)) com
div(7) =10 (aproximando um campo “bem comportado” no sentido dos
fluxos aéreos).

ou (aproxima linearmente a degradagao total no meio aéreo)

f (aproxima o termo fonte).
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Seja n o vetor normal exterior unitario ao longo da fronteira I'. As condi¢des
de contorno serdo consideradas assintoticamente estacionarias (condigdes de Von

Neumann — ¢f. BASSANEZI e FERREIRA Jr.,1988) que sdo dadas por;

—ag—”m =0 Vte (0,T],i=12,34. (2.3)
n

Esta condicao simplificadora significa dizer que a entrada e saida de
nitrogénio sintético no dominio, ao longo da fronteira, se anulam pelo fato de
considerar a fronteira suficientemente distante, de modo que o balango de entrada e
saida na fronteira do dominio seja nulo (condig@o assintoticamente estavel).

As equagdes (2.2-2.3) constituem a formulagdo classica ou “forte” do
problema. Em geral, as equagdes derivadas a partir das leis de conservagdo tém
solugdo no sentido cléssico.

A introducdo da derivada no sentido das distribui¢des, feita no capitulo
seguinte, permite obter a formulagdo variacional ou fraca, que facilita verificar a
existéncia e unicidade de solugdo do problema, assim como a aplicagdo do método
dos elementos finitos (via método de Galerkin) para a discretizacdo espacial, de
modo a obter as aproximacdes numéricas adequadas da solugdo do problema para

instante ¢ € (0,T], cuja descricdo ¢ feita no proximo capitulo.
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CAPITULO 3

METODO DE APROXIMACAO DA SOLUCAO

3.1 FORMULACAO VARIACIONAL

Existem situagdes em que a complexidade da geometria do dominio do
problema ou as condi¢des de fronteira sao tais que dificultam a obtencdo de uma
solucdo analitica, ainda que se possa garantir a sua existéncia (VASQUES, 2005).
Nestes casos, métodos de aproximagdo como o dos elementos finitos, via esquema de
Galerkin, junto com um método adequado para a discretizagdo temporal, sdo
ferramentas uteis e essenciais para a obtencao de “solucdes aproximadas”.

Uma justificativa para a solu¢do fraca consiste na possibilidade de se usar
funcdes que modelem fendmenos descontinuos, cuja solucao deve ser procurada num
espaco métrico conveniente. Neste sentido, deve ser obtida outra formulagdo do
problema, dado em sua formulacao classica (ou forte) pelas equacdes (2.2-2.3).

A formulagdo variacional (ou fraca) a ser obtida para o problema consiste em:

Considerar as derivadas da formulagdo classica no sentido das distribui¢des® e
multiplicar cada termo da equagdo (2.2) por uma fun¢do v, denominada fungao teste,

sendo esta pertencente a um sub-espaco (MEYER e DINIZ, 2004) conveniente de:

H'(Q)= {v (x,y) e *(x,y): Z—V e % e I’ (Q)} , que sera denotado por 7V,
X

caracterizado a seguir, onde L? ¢ o espaco das funcdes de quadrado integravel no

sentido de Lebesgue.

* Ver Apéndice A (pag. 44) para mais detalhes.
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Neste sub-espago 7/, o produto interno ¢ definido da seguinte forma:

(112)yqi=[] 7 & an: (3.1)
(7]}, = ] 7-an: (3.2)
(718)ynn:=] 1 g d (3.3)

Em seguida, ¢ feita a integracdo da equagdo resultante, no sentido de
Lebesgue, sobre o dominio Q, fornecendo assim a chamada formulagdo variacional
do problema.

Nesta primeira abordagem, o termo fonte serd considerado homogéneo sobre
uma parte do dominio €, cujas condi¢des de contorno sdo aquelas apresentadas pela
equacdo (2.3), ou seja, do tipo Von Neumann. Além disso, ao considerar a densidade
do ar constante na faixa horizontal do dominio, permite uma aproximagdao do
coeficiente de difusdo aérea o nas equagoes (2.2) e (2.3) como constante no dominio
considerado.

Desta forma, a equagao (2.2) pode ser reescrita por:

g%vdu = a_g div(Vu )vdp — jgj div(Vu vdp —c g uvdy + {Zj Coe vdp  (3.4)
Dai, considerando o produto interno definido em %, e reagrupando no

primeiro membro, se obtém:

(%Wj —a(Vuly) +@ilv) +owlv) =CeN ), (S)

Vved, Vte (0,T]
Agora, considerando o termo advectivo dado pelo campo constante para a

velocidade do vento, nesta primeira abordagem, dado por I7=(V1,V2), sendo V;

constante para um determinado intervalo de tempo, se obtém:

(%h/j —OL(AM|V)U;Q +V{%|\/j +V, (%WJ +c5(u|v)0;Q =(Coe*'“ |v) (3.6)

0;Q
0;Q2 0;Q2 0;0

Vved, Vite (0,T]
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Ao fazer o uso da primeira identidade de Green (IORIO Jr. ¢ IORIO, 1988)
para operadores (cf. LIONS, 1961), que aplicada ao termo -a(Au|v)o.o da equagdo

precedente, se obtém a seguinte igualdade para este termo:
—Q (Au |v)0;Q =a (Vu ||Vv)0;Q —a <u |v>r,

que, substituindo em (3.6), se torna:

(3.7)

0:

(%vj +a(Vu|w) ‘“<“V>F+K%VJ&Q+V2%VJ +G(“\V)O;Q=(Coe_m‘v)

00 o2 0.0

Vved Vite (0,T]

Como, por hipdtese, a condigdo de contorno serd considerada

assintoticamente estavel, ou seja, —o <u |v>r =0, o que resulta, na equagdo (3.7), em:

[%h/j +0L(Vu||Vv)0;Q +Vl(%|vj +V, {%Wj +cs(u|v)0;Q :(Coe_‘“ |v) (3.8)

0;2
0,0 0;2 0;Q

Vved, Vte (0,T]

Considerando, ainda, o decaimento global ¢ constante e que as componentes
advectivas sejam definidas por: V; = Vcos® e V> = Vsenf , sendo V a velocidade do
vento na dire¢do predominante e 0 o angulo da dire¢do do vento, orientado no
sentido anti-hordrio a partir do eixo a leste, o que determina as projecdes da
velocidade nas diregdes correspondentes aos eixos x e y, respectivamente. Dai, a

equacao se torna:

(a—u|vj + oc(Vu ||Vv) +Vcoso [8_u|VJ + Vsend (6—u|v
ot oo 00 ox oo oy

| wolu), -

0;Q2

0:0 ’ (3.9)
= (Coe_‘“ |v)

0;Q
Vved, Vite (0,T]
Desta forma, a equacdao (3.9) define o problema em sua formulagdo

variacional (ou fraca), com a vantagem que em (3.9), aparecerem apenas as derivadas
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de primeira ordem, da funcao u(x, y, ), no sentido de distribuigdes, enquanto na
formulagdo classica aparecem as derivadas de segunda ordem.
O proximo passo ¢ demonstrar que a equacao (3.9) satisfaz as hipdteses do

Teorema de Lions, o que garante a existéncia e unicidade da solugao fraca.
3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO

A fim de utilizar métodos de aproximacdo da solucdo analitica da equagao
(3.9), antes de tudo, € necessario garantir a existéncia e unicidade da solucao
procurada, para tal, sera utilizado teorema de Lions (ver LIONS, 1961), o qual
garante a existéncia e unicidade de solugdo para uma classe de problemas abstratos,
reescrito aqui de modo adequado aos objetivos deste trabalho, seguindo a analogia
adotada em DINIZ (2003).

Primeiramente, agrupando os termos de (3.9) na forma abaixo e adotando a
notacao usada no citado teorema (LIONS, 1961) tem-se:

2 2
A(t,u) = ,;8_81 + (ay. (x, t)8%] + ;G%a’ (x,0) +a,

i i

O que em (3.9), mediante as escolhas indicadas mais abaixo fornece:

0 A ke
(a—L; Vj —i—(A(t,u)|v)0;Q = (Coe k |v)0.Q +(u0 |v)0;Q Sy (t) , (3.10)
0;Q2 ’

Vved, Vite (0,T]

ou, numa notagdo mais compacta:

(8—” vj A(tav)=L, (v). an
ot Joa ‘

onde:

A(tu,v)= ”A(t,u)vdu e LAv)= ﬁCOe'”vd;,HSO (t)”uovd},t

Dadas as escolhas em (3.11) de:
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{aij:(x sei=j

a; =0 sei#j
_ |V cosb parai=1
|V sen6 parai =2

apg =0

e do(?) € o operador delta de Dirac que fixa a condicdo inicial.
Desta forma, considerando o teorema de Lions, enunciado como se segue:
Teorema (Lions): Dado o conjunto aberto Q — R?, considere os espagos

H'(Q) e Hy (Q) e ¥, tais que: Hy(Q) c ¥V < H(Q) para w = w(x,t) e

v=v (x), seja o operador A dado por:

A(t,w,v) ZJ. —dx Zj xt—vdx +J. ay (x,t)wvdx

l /— ] l
Se

a,, ae a,e V(Qx(0,T]);

lj 2

i) Vw, v ev,afuncdo: A:t — A4 (¢, w, v) ¢ mensuravel;

ii) AL e R tal que: ‘A(t,w,w)‘2 +7L||W||iz 25||W||i,1(9)= § >0, w € ¥, em quase
todo ponto (q.t.p.);

) [A(Lw.y) <M [0y I

VL (v) :J-Q fvdx + ( J.Q wova’x)S0 (¢) € continuo;

vi) fe L*((-0,T); L*(Q)) e w, (x) € L (Q);
entdo, existe uma fun¢do w e L*((-0,T); L*(Q)) e {w: (-0, 0)—>0} que é a solugdo do
problema variacional (3.11).

O passo seguinte ¢ verificar que a equagao (3.9) satisfaz as hipdteses do

teorema. Assim, se tem que:

1) E imediato verificar que 4 satisfaz a hipétese 7) tendo em vista a escolha de a,,
aea,.
2) A mensurabilidade do operador A(t, w,v) estd garantida pela propria definicao de

A(t,w,v).
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3) A hipétese iii), denominada coercividade do operador A, pode ser provada pelo

que se segue:

A(t;v,v)+7»||v||i2 =HA(t;v)vdu + 7‘”"”22
Q

B ov ov
—JgaVv.Vvdu + Vgcosﬁ o vdu + ngsenﬁ &

ou seja,

Y

2
A(t,v,v)+7u||v||i2 J.ja[(?j 4{2"} ]du+Vcos9”— vdu+...
X

(3.13)
...+Vsen9_[;[5vdu+(7»+c) ||v||L2
uma vez que:
ov ov
Vcos@”avdu < . }a’u < V] dp < . V). e
Vsen® j —vdu |Vsen6|ﬂ dp < |v| dp < , 2>
logo,
V”cos@avd/yt + ijsenﬁgvd/yt < |V|( P , + 7 Lz)”\/”Lz
donde,
ov ov ov
0 —vd 0—vd —
Vgcos ﬁxv w|+ Vgsen ayv p= |V|[ ; + PN LZJ”\/”L2

Assim, seja V' = velocidade maxima do vento, dai, aplicando a desigualdade de
Holder ao 2° e 3° termos do lado direito da equagdao (3.13), com o uso da

desigualdade acima, se obtém:

A(tvv)+ 1M >°‘““ax]2+[gq }lw (r+ o)z -

e

ov
ox

8\/
o,

Mz +
2

M. }
)i

ou,
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ol ov ’
2
A(tv,v)+ 1|y 2 _0{ x| 5L2]+(7‘+G)”V”L2 o
(3.14)
ov ov
v [ M2 M|

. . 1
Agora, usando o recurso classico da desigualdade ab < Lat s 4—1)2
&

V a e b positivos, que aplicado aos termos indicados abaixo, tem-se:

Gl WP Y R W

8x 2 = 2 6x 12 48 L
2

G W g Lt

6)/’ 2 L 2 6)/ 2 L

Somando membro a membro, a desigualdade se torna:

ov Ov elllovl’ [ov ’ 1,2
=Lt e =<3 5L s [P
L Vil Xl V2 €
logo,
ov ov Vel |ov
+|[2), -2, Jme —[a— af j L

dai, levando na desigualdade (3.14), se obtém:

8\/2

A(tv,v)+2 v > (a_% [_

ov

2
,
& LZHMG_ZJ M

ox oy

L2

Assim, tomando ¢ = min{[a —%}, /”t+0'—21j} se pode escolher ¢, de modo
£

que 9 > 0 e, portanto, tem-se:
2
v ov
+ P
L2 ay I?

Oox

A(t,v,v)+ A ||v||L2 >0 [”v”L2 +|—

J:S ||v||21(9),5>0, v € v, para cada

t e (0,T)
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4) A continuidade do operador 4 dada na hipotese iv) pode ser obtida pelo que se

segue:

Dado que jj%vdy + A4 (t,u,v) =Lf(v) onde A (t,u,v) = ”A(tu) vdp e
Q Q

” A(t; u )vdpu = ” oVu.Vvdu + V” cosf v vdu+ V“ send @vdu + G” uvdp
Q Q Q Ox Q 0y Q

Como J‘J oaVu.Vvdu < |oc| H Vu.Vvdu
Q Q

dai, para cada ¢t € (0,T) seja & = max ﬂa|,|a|} e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, se obtém:

|OL| J;.!Vu.Vvdu + Gguvdu < §||u||H1(Q) ||v||H1(Q)

Além disso,

0 0 0 0
V|.gcose 6_ZVdMS|V|g6_ZVdM e |V|J;i|-sen6 évduﬂﬂgé—ivdu

Logo, pela desigualdade de Holder, se tem que:

ou ou
7] Q&V du < V]|

M =< 1 Ty M

ou ou
7 (2w <1 2 1o = Pl

Donde,

|A(t,u,v)

< 8||u||H1(Q) ||V||H1(Q) + |V|”””H‘(Q) ”v”Hl(Q) + |V| ”““Hl(g) ”V”le(g)

Logo, tomando M = & + |V| , vem: ‘A(t;u,v)‘ < M||u||H1(Q) ||v||H1(Q)
5) Como o termo L,(v) ¢é dado por: L;(v)= ﬁ Cye™ ’vdu+(ﬂuvdu} 8, (1),
Q Q

sabendo que ||v||L2 < M(Q)||V||H1(Q) V v e v, e dada escolha de C,e™" € L* (Q x (0,T])

tem-se que:
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‘Lf(v)‘ —

g Coe™ vdu{guvdu]&) (1)

o0 que satisfaz as hipoteses v) e vi) do teorema.

<Vl # ol Mz <ol My

Portanto, existe uma unica solu¢ao do problema (3.11) formulado variacionalmente.
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3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Este método ¢ uma técnica geral para construgdao de aproximacdes da solucao
de um problema de valor de contorno (PVC), que envolve a divisdo do dominio da
solugdo num numero finito de sub-dominios simples (os Elementos Finitos) e,
usando conceitos variacionais, construir uma aproximante sobre a colecdo de
Elementos Finitos (CAREY e ODEN, 1981).

O método foi introduzido para tratar de problemas com origem na engenharia
civil e, atualmente, vem sendo utilizado para aproximacdo da solu¢do de equacdes
diferenciais parciais aplicadas nas mais diversas areas (BURDEN e FAIRES, 2003)

Para iniciar o procedimento, o dominio Q ¢ dividido em um conjunto de
triangulos T, T, ..., Tm, em que o i-ésimo tridngulo tem os vértices, ou nos,

indicados por:
Vi =, y{"), paraj=1,,3.

Para simplificar a notag¢do, denota-se Vj(i) simplesmente por V; = (Xy;)
quando se trabalha com um triangulo de referéncia fixo T

A cada vértice V;¢é associado um polindmio linear.

Em seguida, ¢ feita a escolha das fungdes base {@i(x,); 02(x,y), ..., Om (x,)}
definidas globalmente sobre os Elementos Finitos, nesta primeira abordagem do

problema, do tipo linear por partes sobre cada elemento e satisfazendo a seguinte

condicdo (CAREY e ODEN, 1981):

1, sei=j ..

(p(x., y.) = J, onde (x; ,y;) sdo as coordenadas do j-ésimo n6 da
I 0 sei#j s

malha.

Dessa forma, se obtém sobre cada né uma funcao pirdmide conforme a figura

5 a seguir.



Figura 5: Funcio base ¢;(x;,y;) definida sobre o j-ésimo né.
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A fungdo definida por partes, em cada tridngulo da discretizagdo do dominio,

¢ trabalhada localmente sobre o tridngulo de referéncia T, usando a sistematica de

enumeragdo dos vértices para cada triangulo, chamando de 1 o vértice do angulo

reto ¢ enumerando os vértices seguintes no sentido anti-horério; dai, se define

localmente as trés funcgoes base.

Para esta discretizacdo serdo considerados distintamente dois tipos de

tridngulo, a saber, os tridngulos inferiores T; e tridngulos superiores T;. Em cada

tridngulo, as fungdes base serdo definidas, localmente, conforme representado na

figura abaixo:

Ay

X

Figura 6: Tridngulos de referéncia superior (Ts) e inferior (Ti)

Para os tridngulos inferiores (T;), as fun¢des base serdo:

X Y X y
(X, ) =1——+— L (x,y)=— (X, ) =—
@,(x, ) Ay @5 (x,¥) @;(x,¥) A
Para os triangulos superiores (T;), as funcdes base serdo:
X Y X y
(X, y)=—+—"—— (x,y)=1—— (x,y)=1——
@ (x, ) A @, (x,y) ?;(x, ) A
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Pode ser verificado que, desta forma, as fungdes base @,(x,y), definidas
localmente, assumem o valor 1 no vértice “1” e zero nos outros dois, de modo que
satisfacam a propriedade imposta para as funcdes base.

Outra propriedade importante ¢ que esta garantida a continuidade das fung¢des
na fronteira de cada elemento, portanto, continua no dominio € discretizado, o que
torna @;(x,y) de quadrado integravel, condi¢do necessaria para a construcdo das

aproximagdes por elementos finitos.

3.4 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

Sera apresentada a discretizacdo do modelo, para a formulacdo obtida na
equacdo (3.9), através do Método dos Elementos Finitos (MEF) para a discretizagao
espacial e Crank-Nicolson para a discretizagdo temporal.

Para obter a discretizagdo espacial via MEF, deve-se trabalhar com a
formulacao variacional do problema dada pela equacao (3.9).

Denominando de ¥, o subespago de H'(Q) gerado pelas N, fungdes o
(SIMMONS,1963) — chamadas fung¢des teste. Assim, toda v, € 9/ ¢ da forma:

Nh
vi=2 u;(1)e; ()
j=1
(3.12)
Considerando o subespaco 1}, — 9, a equagao (3.9) pode ser reescrita na

forma do seguinte operador de equagdes diferenciais ordinarias (EDO):

(A(t,uh )|vh )o;g + (% v, )O;Q = (Coe_K ! |vh )O;Q

(3.13)
Yv,e v, Vte (0,T]
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O que, mediante as escolhas de a,,a;,a, ¢ a notagdo de produto interno

jj7
indicados anteriormente, nos fornece o seguinte sistema de equacdes diferenciais

ordinarias discretizado:

N, du(l‘) N, a(P
; cjl’t ((P] |(pl )O;Q + ;ul (t) !OC (V(P] ”V(Pl )O;Q +VcosO [a—x]|(pl jo;g 4

0.
e+ Vsend (aiyjh),] + G((Pj |(Pi )();Q} - (Coe_'“ |(Pi )0;9

0,0
(3.14)
YV ¢; da base de 14, Ve t (0,T)

Em seguida, a discretizagdao da variavel temporal sera obtida pelo método de

Crank-Nicolson, com diferenc¢as centradas em (zn +A%), fazendo as seguintes

aproximacoes:
du. A =y .
(3.15)
e
( At) u7”+u?
ult,+— |=2—=
/ 2 2
(3.16)

Dai, levando (3.15) e (3.16) em (3.14) obtém-se o sistema linear:

AU =By +d " dado 1
(3.17)
onde:

4 = (14‘%6)(@]‘% )o,-g +0@%(V(ijV(pi)0;Q o

o0Q; o ;
~--+Vcos9£ &(pi +Vsen9£ P
2\ ox 00 2\ ox

b; (1—%0](@1‘% )O;Q —a%(V(ijV(pi )m ..

®; J
0,0
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d:_” = At [Coe_K(t"JrA%)

®; ]
0,0

A matriz A ¢é chamada de matriz de rigidez e o vetor resultante das operagdes

Bu+d""?, para cada instante ( t + A%) , ¢ denominado vetor carga.

A ordem das aproximagdes temporais ¢, localmente, da ordem de At’.

3.5 ESTABILIDADE NUMERICA

A aproximag¢do numérica para a solucdo de equacdes de transporte, como a
apresentada neste estudo, pode trazer sérias dificuldades quando o termo
advectivo/convectivo € preponderante na equagao.

Isso pode ser observado por uma comparagao entre os parametros o ¢ V (caso
constantes), se V for bem maior que o, certamente aparecerdo oscilagdes numéricas
na aproximacao, nos casos em que o tamanho da malha usada excede um certo valor
critico (HEINRICH et al.,1977).

Ao se adotar o MEF, para obtencdo de uma solu¢do aproximada com
elementos lineares e intervalos Ax e Ay relativamente grandes, tais oscilacdes
indesejaveis aparecem.

A razdo principal deste problema ¢ que, a matriz associada ao termo
advectivo/convectivo ¢ ndo simétrica, podendo gerar sistemas mal condicionados
(MOREIRA ¢ WROBEL, 1983). Uma maneira de suprimir tais oscilacdes ¢ usar
malhas mais refinadas, de tal forma que a conveccdo/advecgdo perca a sua
preponderancia ao nivel de elemento. Esta estratégia tem um custo operacional alto,
j& que, para uma malha muito refinada, a ordem do sistema obtido devera ser bem

maior, o que torna o sistema mais pesado do ponto de vista computacional.



28

Um critério onde se possa verificar a possibilidade do aparecimento dessas
oscilagdes ¢ denominado nimero de condi¢do de Peclet, que ¢ dado por:
_ ViAx,
o

P

e

<2

O valor de P, fornece uma condigdo sobre a discretizacdo do dominio, de
modo a suprimir o efeito das oscilagdes numéricas inerentes ao método utilizado.
Nas simulacdes que serdo apresentadas no capitulo seguinte, este critério foi

respeitado, de modo a obter simula¢des confidveis do ponto de vista numérico.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E COMENTARIOS

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas simulacdes de cendrios para
analise da dispersdo de nitrogénio sintético na atmosfera, de forma a testar os

codigos numéricos implementados e o modelo proposto.

4.1 INTRODUCAO

Com o objetivo de aplicar o modelo matematico apresentado anteriormente,
foram utilizados pardmetros nas simulacdes apresentadas mais adiante, tais como,
coeficiente de difusdo, velocidade e direcdo do vento, coeficiente de degradacao,
condicdo inicial e constante de decaimento, resultantes de dados levantados na
literatura. No entanto, alguns pardmetros ndo foram encontrados e, assim, tiveram de

ser estimados para a realizacdo das simulagdes.

4.2 SIMULACAO DE CENARIOS

Os codigos foram desenvolvidos para utilizagdo em ambiente MATLAB®,
cuja facilidade de interface grafica, permite a obtengdo de animacdes que descrevem
o processo evolutivo de dispersdo do nitrogénio sintético para o dominio
discretizado, dentro de um determinado periodo de tempo previamente escolhido

(DINIZ, 2007).
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Os parametros adotados foram obtidos, da seguinte forma:

-Constante de decaimento da fonte (), adotada como em DINIZ (2007);

-Velocidade do vento (V), adotada conforme VOURLITIS et al, (2002);

-Coeficiente de difusdo (a) foi escolhido, com base num espectro de valores
constantes da literatura, para o coeficiente de difusdo de alguns gases na atmosfera;

-Constante de degradacdo (o) foi escolhido, com base num espectro de
valores constantes da literatura, para a degradagdo de algumas substancias na
atmosfera;

-Carga de nitrogénio inicial (Cp) foi obtida pelo quociente entre a quantidade
de fertilizante aplicada conforme ANDA (2002) e a area plantada, de acordo com
FAMATO (2002).

As simulagdes a seguir, foram consideradas para ventos na estacdo seca,
seca/imida e umida, para as duas dire¢des mais freqlientes na 4rea, isto €, de

noroeste ¢ de sudeste.
4.2.1 Simulacio do primeiro cenario:
Neste cenario, foi considerada a estacdo seca, com vento de sudeste (0 =

3m/4), cujos parametros estao apresentados na Tabela 1, a seguir.

Tabela 1: Parametros da simulagdo do cenario na estagdo umida e vento de sudeste.

Parametros de modelo Valores Unidades
o 1,2x10™ km*/h
o 1,5%10" h!
0 3n/4 radianos
\Y% 6.09 km/h
K 510! h!
Co 1,39 ton/km”
Parametros da discretizacio Valores Unidades
Ax 20 km
Ay 20 km

At 0,05 h
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Cenario 1: t =10h
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Figura 7 — Distribuicao da concentracio de nitrogénio sintético ao longo do dominio, na
estacio imida com vento de sudeste (N* de Peclet = 0, 8132).

A figura a seguir (Fig. 8) apresenta o processo evolutivo da concentracdo de

nitrogénio para um no escolhido aleatoriamente, neste caso o nd 1250 cujas

coordenadas sdo (x,y) = (0.5;0.5), ao longo do tempo.

Concentragao parm o nd de coordenadas (0.5,0.5)

0.1 T T T T

0.0 k-

0.o7

o =]
o o
@ &

Concentragan (tonfk mz)
o
o
I

0.03

0.0z

25 30 35 40 45 sl

ternpo ()

Figura 8: Concentracio de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250.
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4.2.2 Simulacio do segundo cenario:

Este cenario simula a condigdo de vento de sudeste, na estagdo de transi¢ao
seca/iimida, cujos pardmetros adotados sdo os mesmos da tabela 1, exceto V = 7,68
km/h e o = 1,7x10* km?h. Os resultados obtidos para esta simulagdo estio

apresentados na Figura 9, a seguir:

Cenario 2: 1 =0 Cenario 2: 1 = 10h
1
oos 0.0
og oog
oor 0.05
0.6 0.06 004
~ 005
0.4 0.04 0.03
003 0.0z
02 0.2
001
om
o
o o2 0.4 0.8 os 1

Cenario 2: t =25h Cenario 2: 1 = 50h
0.04

0.035
40.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

Figura 9 — Distribuicao da concentracio de nitrogénio sintético ao longo do dominio,
na estacio seca/iimida com vento de sudeste (N° de Peclet = 0,6389).

A seguir, a Figura 10 apresenta o processo evolutivo para o n6 1250, neste
segundo cenario.

01

Concentragan pam o nd de coordenacas (0.48,0.5)
T T T T

Concentmgn (tkm)

1
1] 5 10 15 20 25 =0 35 A0 as 50
ternpo ik

Figura 10 — Concentracéo de nitrogénio ao longo do tempo, para o né 1250.
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4.2.3 Simulacao do terceiro cenario:

Neste cendrio, ¢ feita a simulacdo para a situacdo de vento de sudeste na
estacdo seca, cujos parametros adotados foram os mesmos da Tabela 1, exceto V =
8,6 km/h e o = 2.2x10™* km/h. Os resultados obtidos estdo apresentados na Figura

11, a seguir:

Cenaro 3t =0 Cenaro 3t =10h

0.08
0.02
0.07
| 006

0.05

0.04
0.03

0.02
0.01

Cenario 3. t = 25h Cenaro 3 t = S0h
0.02

0.03

- oo

0.02

0.015

0.015

0.01
0.005

0005

Figura 11 — Distribuicio da concentra¢ao de nitrogénio sintético na estacio seca com
vento de sudeste (N2 de Peclet = 0, 5528).

A Figura 12, a seguir, apresenta a concentragdo de nitrogénio sintético ao

longo do tempo, para o n6 1250, neste terceiro cenario,

Concentrmgao pam o nd de coordenadas (0.5,0.5)
0.1 T T T T T T

Concentragin (tonfkmE)

L
a 5 10 15 20 25 a0 35 a0 a5 0
tempa (h)

Figura 12 — Concentracio de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250.
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4.2.4 Simulagio do quarto cenario:

Para este cendrio, a simulagdo foi feita para a estacdo imida, agora com vento
de noroeste (0 = -m/4). Nesta nova situacdo, os parametros utilizados foram os
mesmos da Tabela 1, exceto 6 = -n/4 radianos e V' = 6,09 km/h. Os resultados obtidos

para esta simulagdo estdo apresentados na figura 13, a seguir.

Gerario 4: t =0 Cerario 4: t = 10h
5
0.09 0.07
0.0s |
8 fo.08
0.07
06 0.08 0.05
. 0.05 0.04
0.4 0.04 i
0.05
0.02
02 0.02
0.01 0it
o
] 02 0.4 06 0.8 1 o 02 0.4 06 0.8 1

Genario 4: t =25h Genario 4: t = 50h

! RS 0.0
0.8 0.04 0.025
002
0.5 0.03
0.015
0.4 0.02
0.01
0.2
=01 0.00s
]
o 0.2 0.4 0.6 o.e 1 [ 0.2 0.4 06 o.g 1

Figura 13 — Distribuicio da concentragao de nitrogénio sintético na estacao imida com
vento de noroeste (N° de Peclet = 0, 7177).

A Figura 14, a seguir, apresenta a concentragao de nitrogénio sintético ao longo

do tempo, para o n6 1250, neste quarto cenario,

Concentrago pam o nd de coordenadas (0.5,0.5)
0.1 T T T T T T T

Conentrgan (k)

0.01 L L L L L
a 5 10 15 20 26 a0 35 40 45 50

tempa (h)

Figura 14 — Concentracio de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250.
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4.2.5 Simulacio do quinto cenario:

Para este cendrio, a simulagdo foi feita para a estagdo de transi¢do
umida/seca, agora com vento de noroeste (6 = -m/4). Nesta nova situagdo, os
parametros utilizados foram os mesmos da Tabela 1, exceto 6 = -n/4 radianos, V =
7,68 km/h e a = 1,7 x 10*km?/h. Os resultados obtidos para esta simulacdo estdo

apresentados na figura 15, a seguir.

Cenario 51 =0 Cenario & t = 10h

9:03 n.06
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o7 0.0s
# 008 0.6 st
0.08
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; i : 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0.8
nos
L ne D015
002
001

Hoo1s 8
oo ne 0.008
0008

o —

0 02 na 06 ns& 1

Figura 15 — Distribuicdo da concentracio de nitrogénio sintético na estacio umida/seca
com vento de noroeste (N° de Peclet = 0,6389).

Na Figura 16, a seguir, apresenta a concentragdo de nitrogénio sintético ao

longo do tempo, para o n6 1250, neste quinto cenario.

Concentragan pam o nd de coordenadas (0.5,0.5)
0.1 T T T T T

Gonerirago (Vi)

L
[} 5 10 15 20 25 30 35 a0 as 50
tempo dh

Figura 16 — Concentracao de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250.



36

4.2.6 Simulacio do sexto cenario:

Para este cenario, a simulagdo foi feita para a estagdo de transicdo seca, agora
com vento de noroeste (0 = -m/4). Nesta nova situagdo, os parametros utilizados
foram os mesmos da Tabela 1, exceto 6 = -n/4 radianos, V=8,6 km/he a =2,2 x 10
*km?/h Os resultados obtidos para esta simulagdo estdo apresentados na figura 17, a

seguir.

Cenario 6:t =0 Genario 6: 1 = 10h

009
0.08
0.07
| 0.06

0.0&
0.04
0.02

0.02
oo

Senario 8 t =28h Genario 6: 1 = 50h

0.0
0.02
0.01%
0.01
0.005
—
o 0.z 0.4 0.6 0. 1

Figura 17 — Distribuicio da concentracio de nitrogénio sintético na estacio seca com
vento de noroeste (N® de Peclet = 0, 5528).
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A Figura 18, a seguir, apresenta a concentra¢do de nitrogénio sintético ao

longo do tempo, para o n6 1250, neste sexto cenario.

Goncentragao parm o nd de coordenadas (0.5,0.5)
T T T

Concentrgan g

L
] 5 10 15 20 25 20 35 a0 a5 50
tempo (h)

Figura 18 — Concentracio de nitrogénio ao longo do tempo, para o n6 1250.
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4.3. COMENTARIOS DOS RESULTADOS

Para a figura 7, foram consideradas a velocidade de 6,09 km/h (esta¢do
umida) e o coeficiente de difusao de 1,2x10'4km2/h, com a direcdo de vento sudeste.
Nesta figura pode ser observado que apos a aplicagdo do nitrogénio sintético na area
plantada, ocorreu a dispersdo na dire¢do do vento predominante, o movimento foi
lento em fung¢ao da velocidade do vento ter sido baixa.

Analisando a Figura 8, o processo evolutivo comegou com a concentragao
maxima e decrescendo até atingir a concentracdo minima, tendo em vista, que este nd
estd localizado no centro do dominio, onde foi feita a aplicagdo do nitrogénio
sintético.

Na simulagdo do segundo cendrio, apresentado na Figura 9, houve aumento
da velocidade do vento para 7,68 km/h e do coeficiente de difusdo para 1,7x10
*km’/h (estagdo timida /seca) com a mesma direcio adotada no cendrio anterior.
Neste cenario, se pode observar o processo de dispersdao, porém, 0 processo ocorreu
de forma um pouco mais rapida em funcdo do aumento da velocidade do vento, basta
observar a distribuicdo da concentragdo no canto superior esquerdo.

Analisando a figura 10, a concentragdo para o né 1250, o processo evolutivo
comegou com a concentragdo maxima, decrescendo até atingir a concentragdo
minima.

Na simulacdo do terceiro cendrio na figura 11 a velocidade do vento foi de
8,6 km/h (estagdo seca) e o coeficiente de difusdo foi de 2,2x10™km?/h, com a
direcdo do vento de sudeste. Este cenario mostra que a dispersao foi um pouco maior
que no cendrio anterior, também em fun¢do do aumento da velocidade do vento.

Observando a figura 12, que representa a concentragdo para o nd 1250, o
processo evolutivo apresenta o mesmo comportamento dos cenarios anteriores.

Na simulacdo do quarto cenario (Figura 13), a velocidade do vento
considerada foi de 6,09 km/h (estagdo imida), o coeficiente de difusdo foi de 1,2x10°
*km*h e com a direcio do vento de noroeste, em que se pode observar a dispersdo
na direcdo do vento predominante, apds aplicagdo do nitrogénio sintético na

plantacao.
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A Figura 14 representa a concentragdo para o nd 1250, ocorreu um
decrescimento da concentracdo nos instantes iniciais, em seguida, houve um pequeno
crescimento, seguido de um decrescimento lento até atingir a concentragdo minima.

Na simulacdo do quinto cenario (Figura 15), a velocidade do vento
considerada foi de 7,68 km/h (estacdo umida/seca), o coeficiente de difusdao foi de
1,7X10'4km2/h e com a dire¢cdo do vento de noroeste. Neste cendrio, se pode observar
a dispersdo na dire¢do do vento predominante, porém, a dispersdo se deu um pouco
mais rapida.

A Figura 16 representa a concentracdo para o nd 1250, neste cenario o
processo evolutivo apresentou um decrescimento da concentragdo nos instantes
iniciais, em seguida, houve um pequeno crescimento, seguido de um decrescimento
lento até atingir a concentragdo minima.

Na simulagdo do sexto cenario (Figura 17), a velocidade do vento
considerada foi de 8,6 km/h (estacdo seca), o coeficiente de difusao foi de 2,2x10°
*km?/h e com a dire¢io do vento de noroeste. Este cendrio apresenta a dispersdo mais
rapida que o cendrio anterior, na direcdo do vento predominante, apos aplicagdo do
nitrogénio sintético na plantacgao.

A Figura 18 representa a concentragao para o nd 1250, cujo comportamento €
semelhante ao dos dois cenarios anteriores.

Para as seis simulagdes, a velocidade e dire¢do do vento mostraram ser o fator
determinante para o processo de dispersdo da concentracdo do nitrogénio sintético,
como ja era esperado.

O numero de Peclet, para as simulagdes apresentadas, esteve sempre menor

que 2, garantindo a estabilidade numérica dos resultados obtidos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matematico para a descri¢cdo do
processo de dispersdo de nitrogénio sintético, em uma area de estudo préximo a
Sinop-MT, e desenvolvido um cédigo numérico em ambiente MATLAB®, para obter
a simulacdo de cenarios de dispersdo de nitrogé€nio sintético na area de estudo
considerado.

O modelo matematico foi obtido com base em elementos cldssicos da
literatura.

A formulacdo variacional obtida teve garantida a existéncia e unicidade da
solugdo fraca.

Tanto o modelo quanto o codigo implementado se mostraram adequados para
a simulacdo dos cendrios de dispersdo. No entanto, devido a falta de dados reais, ndo
foi possivel fazer a validagdo do modelo. A contribuicdo deste trabalho, neste
sentido, serve para estimular e orientar a obten¢do de dados de campo, que
contribuiriam para a sua validagao.

Os modelos e os codigos numéricos aqui apresentados se mostraram ser uma
ferramenta 0til que poderdo integrar futuros estudos como suporte para a avaliagao
de impactos ambientais, causados pelo uso excessivo de nitrogénio sintético e sua
dispersdo na atmosfera.

O presente estudo podera continuar, junto com pesquisadores de outras areas,
em cooperagdo com outras instituigdes como: Empaer, Embrapa e Sema, garantindo
assim um envolvimento interdisciplinar e interinstitucional para o aprimoramento do
presente trabalho.

Fica como sugestdo para os proximos estudos, que sejam consideradas as
camadas acima de 100 metros de altitudes, coeficientes de difusdo variavel, e

consideracdo da influéncia da topografia e da vegetacao da area em estudo.
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APENDICE A

CONCEITOS, DEFINICOES E TEOREMAS

Definic¢ao 1: Uma fungdo de variavel real que se anula fora de um conjunto
compacto ¢ dita de suporte compacto.

Definicao 2: Uma func¢io /'de suporte compacto Q € dita mensuravel se a integral
de Lebesguej|f|du <o
)

Definicao 3: Uma fun¢do mensuravel fpertence ao espago de L” se “ f |p dun<o.

Q
1

p
Definicao 4: Para fungdes f € L se define | f ||p =(J. 1P duj
)

1. Desigualdade de Holder:

Considere o produto interno dado por: (f,g)= J‘ f gdu, onde Q < " é um conjunto
Q

~ Lo . . 1 1
compacto, com f e g fungdes mensuraveis. Sejam p, ¢ tais que —+—=1,
p 9q
| 1

o f
|/ ||p =[I 17 du} e ||g||q =(J. quuj . Nestas condicdes se tem a chamada
o o

desigualdade de Holder (cf. ROYDEN, 1971), que ¢ dada por: (f.g)<|f ||p "g"q )
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2. IDENTIDADES DE GREEN:

Temos trés identidades fundamentais usadas freqlientemente. As duas

primeiras sdo conseqiiéncias imediatas do teorema da divergéncia.

PROPOSICAO 1: Sejam Q < B’ um dominio limitado onde vale o teorema da

divergéncia e u,v € C*(Q). Entio

oC

[oac+ve-vvlix= [v_—do
Q oQ aU
(3.1)

oc  ov
i(VAC—CAv)dx = 5[2(‘/5_”% o

(3.2)

oC ov ) o
onde v denota a normal externa em 02 ¢ a—,a— sdo as derivadas direcionais de
v o0v

C e v nadire¢dao normal.

DEMONSTRACAO: Para provar (3.1) note que V-(CV v):CAv+Vv-VCe
aplique o teorema da divergéncia, lembrando que Vv -v :%. Para provar (3.2),
v

troque C por v na primeira identidade e subtraia a identidade resultante de (3.1).

Observe que se u € C*(Q)e Au =0 em Q, entdio a proposi¢io acima implica
as seguintes relagdes

_0
g_[|Vu|2dx = an;u %da

(3.3)
ou

oo
00

(3.4)

As identidades (3.1), (3.2) sdo conhecidas como a primeira e a segunda identidades

de Green, respectivamente (cf. IORIO e IORIO, 1988).
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3. CONCEITOS VARIACIONAIS

Nas subsegdes seguintes serdo abordados alguns conceitos basicos de forma a
definir os termos empregados ao longo desta dissertacdo. Outros conceitos mais
comuns, que por ventura tenham sido omitidos, podem ser encontrados em
referéncias como, por exemplo, BASSANEZI e FERREIRA Jr. (1988) — para
equacgdes diferenciais, ou KOLMOGOROV e FOMIN (1976) e SIMMONS (1963) —

para Analise Funcional.
3.1. Distribuicoes

Para o estudo de solug¢des de equagdes diferenciais parciais dentro da classe
de funcdes localmente integraveis, possivelmente fungdes descontinuas, a
diferenciacdo precisa ser interpretada num sentido generalizado. Aqui, sera feita uma
revisdo breve de alguns conceitos basicos sobre distribuicdes.

Seja Q um subconjunto aberto de IR™. Para todo compacto K cQ,
denotamos por Dx(€2) o conjunto de todas as func¢des de classe C” definidas de Q em
IR que se anulam fora de K. Denota-se por D(Q) o conjunto de todas as fungdes C~,
¢ : Q — I com suporte compacto contido em Q.

Denomina-se multi-indice a m-upla de inteiros ndo negativos

a=(a,,a,,..,a,). A todo multi-indice o associamos o operador diferencial:

) a a a A
D% = [a_xlj (GTJ com ordem |a| =a,+..+qa, .Paracada N =0, definimos

a norma:
a| <N }

;xeQ,

||¢||N = maxﬂD“¢(x)

Com as notagdes acima, o espagco de distribui¢des a valores vetoriais,
denotado por D'(Q;IR"), é o conjunto de todas as aplicagdes A : D(Q) — K", com

a seguinte propriedade: - Para todo compacto K — Q, existem um inteiro N nao-

negativo e uma constante C, tais que:

[Aco)<clel,  VoeD)
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Se existe algum inteiro N para o qual a inequacdo acima vale
VK (possivelmente com diferentes valores de C), o menor desses N determina a
ordem de A. Se A tem ordem 0, entdo tal aplicagdo pode ser extendida por
continuidade ao conjunto de todas as fungdes continuas @:Q—IE com suporte
compacto. Neste caso, A pode ser identificada com a medida do vetor sobre Q.

A funcdo caracteristica de um conjunto K ¢ definida por:

1 se xe K

x:
(%) {0 se x¢ K

Dizemos que uma fungdo f: Q—IE" ¢ integravel localmente se, para todo

compacto K < Q, o produto f -y, de fpela fungdo caracteristica de K ¢ integravel,

1
loc *

o0 que denotamos por f € L

1
loc

- Uma seqiiéncia de fungdes ( fv) converge para felL, se a seqiiéncia

vl

(f.)- x, € L', para todo conjunto compacto K.

-Toda feL (Q;R") determina uma distribuigdo de ordem 0, definida por:

A @ =[f)px)dx Ve DQ).

- Se a ¢ um multi-indice e A € D'(QQ), entdo a derivada D“A ¢ a distribuigao:
DA@) =D AD D vy o).
- Se uma fungdo f'¢é N vezes continuamente diferenciavel e |a| < N, entdo, usando a

notagdo acima, tem-se D“A ;= A ey

3.2.Diferenciabilidade de func¢des Lipschitz continuas

Seja 1 IR" ”IR™. Dizemos que f¢ diferencidvel num ponto Xo, se existe uma

aplicacio linear D f{xo): [R" ~IR" tal que:

o S+ 0) = () = [Df ko _

w—0 |w|



48

Dizemos que f ¢ Lipschitz continua, se | fx)-f (y)| < L|x— y| para alguma

constante L e X, y no dominio de /. Um resultado importante que se tem para fungdes
de uma variavel, ¢ que toda fung¢do que ¢ Lipschitz continua ¢ absolutamente
continua e, portanto, diferencidvel. O teorema a seguir estende este resultado para
fungdes de varias variaveis, € usa o conceito de quase toda parte da Teoria da Medida
(denotado por “qtp”).

Teorema 1.1 (Rademacher). Seja f - IR" “IR” localmente Lipschitz continua.
Entdo fé diferenciavel qtp.

Prova: A demonstragdo deste teorema se encontra em (BRESSAN, 2000, Teor. 2.8 —
Cap.2, pg.23-25).

3.3.Convergéncia fraca de medida e solucao fraca

Um conceito basico muito utilizado em Teoria da Medida e Analise
Funcional ¢ o da convergéncia fraca, descrito a seguir.

Denominando C¢ (2) o espaco normado de todas as fungdes continuas f :

u(x). O

Q—Ecom suporte compacto, cuja norma é dada por: ||u|| =Sup,.o
completado deste espago € o espaco de Banach Cy(€2) de todas as fungdes continuas f
que tém a seguinte propriedade:

Vv e> 0 existe um compacto K < Q, tal que |f(x)| <g,Vxg K
Sejam Q um aberto de J®" ¢ x uma medida sobre Q. O teorema de
representacdo de Riesz estabelece um isomorfismo isométrico entre o espaco M (QQ)
das medidas limitadas sobre Q, munido da norma ||,u|| = | ,u|(Q) e o espaco dual
Co(Q)*, cujos elementos sdo funcionais lineares continuos sobre Cy(Q2).

Isto €, para toda x e M (Q) a aplicagdo f > I fdu € um funcional linear
Q

limitado. Mais ainda:  sup
£eCo ()] <t

[ fdu) =)

Q
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Denificdo 3.1. Diz-se que uma seqiiéncia de medidas u, e M () converge

fracamente para u e denota-se u, 4 1, se lim I fdu, = '[ fdu Vi eC.(Q).
Q Q

Outro conceito importante em Anélise Funcional € o de solugdo fraca, que
tem sua aplicagdo no campo das solu¢des descontinuas, ou solugdes no sentido de
distribui¢des para sistemas onde se tem a lei de conservagao satisfeita. A vantagem
de se trabalhar com este tipo de solucgdo, estd no fato de que nenhuma regularidade ¢
exigida a priori, como por exemplo, o conjunto de pontos de descontinuidade pode
até ser denso. Isto amplia, consideravelmente, o conjunto de candidatas a solugdo. A

definicao para este tipo de solucdo, apresentada a seguir, ¢ dada em Bressan (2000).

Definicdo 3.2 (Solucio fraca). Seja f: " ”IR" um campo vetorial suave. Uma
fungdo mensuravel u = u (x,f), definida sobre um dominio abertoQ c IRxI¥, com
imagem em IE", ¢ uma solucdo fraca, ou no sentido de distribuicdes, para o sistema
com a lei de conservagao:
u, + f(u), =0
(A.1.1)
Se, para toda funcdo de classe C' , ¢: Q> " com suporte compacto, u

satisfaz a equacao:

”[u¢l + f(u)g, Fxdt =0

o
(A.1.2)
Os indices nas equagdes (A.1.1) e (A.1.2) referem-se as derivadas parciais de u.
Outros conceitos variacionais podem ser encontrados em BRESSAN (2000);

AMANN (1995) e KOLMOGOROYV e FOMIN (1976).
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APENDICE B

1 CODIGOS PARA MATLAB®

Sao apresentados os codigos numéricos utilizados na implantagdo

do método numérico para aproximagdes da solucdo do problema.

56 % Aproximacao de um sistema linear para simular a
dispersao

57 % aerea de Nitrogenio sintetico num dominio
retangular horizontal

58 %

59 clear all; tO=clock; %format long;

60 %

61 % parametros do modelo

62 %

63 1 a0=0.00012; % coeficiente difusivo

64 2 sgu=1.5e-4; % coeficiente de degradacéo

65 3 tet=3*pi/4; % direcao do vento

66 V = 0.0069; % velocidade do vento

67 vl= V*cos(tet); % componente advectiva na direcao
X

68 v2= V*sin(tet); % componente advectiva na direcao
Yy

69 k = 5.0e-1; % decaimento da fonte

70 Co= 1.39; % aplicacao maxima no cultivar

71 %

72 % parametros do dominio (espaco e tempo)

73 %

74 Xxmax=1; ymax=1; % x1000 km

75 tfinal=50.0;

76 %

77 % parametros da discretizacao

78 %

79 nx=50; % no. de subintervalos em X

80 ny=50; % no. de subintervalos em y

81 nnx=nx+1; % no. de nos na direcao Xx

82 nny=ny+1; % no. de nos na direcao y

83 npt=1000; % no. de passos no tempo

84 dx=xmax/nx; % comprimento do subintervalo na direcao X

85 dy=ymax/ny; % comprimento do subintervalo na direcao y

86 %

87 % parametros auxiliares da discretizacao

88 %

89 dxy=dx*dy;

90 dxdy=dx/dy;

91 dydx=dy/dx;

92 dt=tfinal/npt;

93 mdt=dt/2;

94 nn=nnx*nny; % no. total de nos nao-nulos

95 ntr=2*nx*ny; % no. total de triangulos



96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106

107
108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136

—-T0Q=-H0O0 T

Q=0Q0OT®
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nty=2*ny; % no. de triangulos na direcao y
%

% calculo do no. de Peclet

%

npecl = abs(vl*dx)/(a0);

npec2 = abs(v2*dy)/(a0);

%

% montagem da malha de elementos finitos
%

k=0;

for i=1:nx;

. for j=1l:ny;

k=k+1;

ind = (i-D)*nny + j;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+nny;
malha(k,3)=ind+1;
k=k+1;
malha(k,1)=ind+nny+1;
malha(k,2)=ind+1;

- malha(k,3)=ind+nny;

end;

end;

%

% montagem da malha de coordenadas dos nos
%

k=1;

for i=1:nnx

. x = (i-1)*dx;

for j = 1:nny
y = d-1)*dy;
coord(k,1) = x;
coord(k,2) =vy;

k = k+1;
. end;
end;
%
% condicéo inicial
%
ini = fix((nx*nny)/3);
Jni = Fix(nny/6);
fim = 2*ini;
u0 = zeros(nn,1);

for i = Ini—-jni:nny:fim
for j = 1:1:i+jni

. u0(§j)=0.1;

end;

end;

mm = max(u0);

%

% submatrizes de rigidez

%

% (Fi-pP)*(Fi-i)

%

mFi=(dxy/24)*[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2];

% [(dfi-j/dx)*Fi-i] e [(dFfi-j/dy)*fi-i]
% para os triangulos inferiores e superiores
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138
139
140
141
142
143
144
145

146
147

148
149
150

151

152

153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

163

164

165
166
167
168
169
170
171
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mdx_i=(dy/6)*[-1
mdx_s=(dy/6)*[ 1
%
mdy_i=(dx/6)*[-1 O 1;-1 O 1;
mdy_s=(dx/6)*[ 1 0 -1; 1 0O -1;

% alpha * (grad(fi-j) | grad(fi-i) )
mgl=[dxdy + dydx -dydx -dxdy; -dydx dydx O; -dxdy O

dxdy];
%

% preparacao dos parametros que independem das
coordenadas

%

crs = mdt*sgu; % coef. (Fi-j | fi-i)
cgsl = mdt*a0; % coef. (grad fi-j | grad
fi-i)

vpx = mdt*vi; % coef. V-1 dt/2 (dfi-
Jj/dx | fi-i)

vpy = v2*mdt; % coef. V-2 dt/2 (dfi-
Jj/dy | fi-i)

%

% montagem das matrizes do sistema

%

A = sparse(nn,nn);

B = sparse(nn,nn);

d = zeros(nn,1);

uar= zeros(npt,l);
%
for iel=1:ntr;
for il1=1:3
ig=malha(iel,il);
if ig~=0;
i. for jl=1:3;
ii. jg=malha(iel,jl);
iii. if jg-=0;

1. if mod(iel,2)==1
A(ig,J9)=ACIg,Jo)+(1+crs)*mFi(il, jI)+cgsl*mgl(il,jlI)+vpx
*mdx_i(il,jJD)+vpy*mdy_i(il,jl);

1. B(i9,j9)=B(ig,jg)+(1-crs)*mFi(il,jl)-
cgsli*mgl(al,jl)-vpx*mdx_i(il,jI)-
vpy*mdy_i(il,jl);

2. else
A(ig,J9)=ACig,Jo)+(A+crs)*mFi(il, jI)+cgsl*mgl(il,jl)+vpx
*mdx_s(il,jD+vpy*mdy _s(il,jl);

1. B(ig,j9)=B(ig,jo)+(1-crs)*mfi(il, jl)-

cgsl*mgl(il,j)-vpx*mdx_s(il,jl)-
vpy*mdy_s(il,jl);

2. end;
ii. end;
iii. end;
. end;
end;
end;
%
% inclusao do termo independente.
%
t = 0;
f = Co*exp(-k*t);
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174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196

197
198
199
200
201
202
203

204
205

206
207

208
209
210
211
212
213
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for i = Ini—jni:nny:fim
for j = izl:i+jni

d(g) = f*dx*dy;

end;

end;

%r = rcond(full(A));
%
% Fatoracao L U da matriz de rigidez
%
[l uu] = Iu(A);
%
% grafico do vetor condicao inicial
%
subplot(2,2,1)
trisurf(malha,coord(:,1),coord(:,2),u0),title("Cenario
2: t = 0"),view(0,90),colorbar,shading interp;
ti = zeros(npt,1);
%
% resolucdo dos sucessivos sistemas.
%
noar = nx*ny/2
for it 1:npt
ti(it) it dt;
t =t + it*dt + mdt;
uar(it) = uo(noar);
T = Co*exp(-k*t);
for i = ini-jni:nny:fim
for j = 1:1:i+jni
d(@) = F*dx*dy;
end;

1I\(B*uO+d);
uu\ys;

% visualizacao

if (it==200)
subplot(2,2,2)
trisurf(malha,coord(:,1),coord(:,2),s),title("Cenario
2: t = 10h"),view(0,90),colorbar,shading
interp;
end;
if (it==500)

subplot(2,2,3)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:,2),s),title("Cenario
2: t = 25h"),view(0,90),colorbar,shading
interp;%,axis([0 xmax O ymax O mm]);
end;
if (it==1000)
subplot(2,2,4)
trisurf(malha,coord(:,1),coord(:,2),s),title("Cenario
2: t = 50h"),view(0,90),colorbar,shading
interp;%,axis([0 xmax 0 ymax O mm]);
end;
ul=s;
end;
figure(2)
grid on, %colomap gray,
plot(ti,uar);



214

etime(clock, t0)

2 CODIGOS PARA MATHEMATICA®

Os codigos a seguir foram implantados no Mathematica”, para o célculo das

integrais dadas pelos produtos internos que aparecem nas equagoes.

Submatriz — m — superior

Clearall[F1l,F2,F3,xmin,Xxmax,ymin, ymax] ;
l. Clearall[Gll,G1l2,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

2. Clearall[GIl1l,GI12,GI13,GI21,GI22,GI23,GI31,GI32,GI3
31;
3. ClearAll([FIl11,FI112,FI113,FI121,FI122,FI123,FI131,F

I132,FI133];

4. Clearall[HY111l,HY112,HY113,HY121,HY122,HY123,HY131,H

Y132,HY133];
5. Fl[x ,yv 1=-1+x/dx+y/dy;
6. F2[x ,yv 1=1-x/dx;
7.F3[x_,y 1=1-y/dy;
8. xmin=0;
9. xmax=dx;

10.
11.
12.
13.
14.
15.
l6.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

ymin=-dy/dx (x-d4dx);

ymax=dy;

Gll[x ,y_ l=Integratel[Fl[x,y] FlIx,vl,vyl:
HY1ll[x_]=Simplify[Gll([x,ymax]-Gll[x,ymin]];
GIll[x ]=Integratel[HY1ll[x],x]:;
HY111=Simplify[GIll[xmax]-GIll[xmin]];
Gl2[x ,y_ Jl=Integratel[Fl[x,y] F2[x,v],yl:
HY12[x_]=Simplify[Gl2([x,ymax]-Gl2[x,ymin]];
GIl2[x ]=Integratel[HY1l2[x],x];
HY112=Simplify[GIl2[xmax]-GIl1l2[xmin]];
Gl3[x_,y_l=Integrate[Fl[x,y] F3I[x,v],v];
HY13[x_]=Simplify[Gl3[x,ymax]-Gl3[x,ymin]];
GI1l3[x ]=Integrate[HY1l3[x],x]:;
HY113=Simplify[GIl1l3[xmax]-GIl1l3[xmin]];
G21l[x ,y_ l=Integrate[F2[x,y] FlIx,v]l,yl:
HY21[x_]=Simplify[G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin]];
GI21[x ]=Integrate[HY21l[x],x]:;
HY121=Simplify[GIl1l3[xmax]-GIl1l3[xmin]];
G22[x_,y_l=Integrate[F2[x,y] F2[x,v],yl;
HY22[x_]=Simplify[G22[x,ymax]-G22[x,ymin]];
GI22[x ]=Integrate[HY22[x],x];
HY122=Simplify[GI22 [xmax]-GI22[xmin]];
G23[x_,y_l=Integrate[F2[x,y] F3I[x,v],v];
HY23[x_]=Simplify[G23[x,ymax]-G23[x,ymin]];
GI23[x ]=Integrate[HY23[x],x]:;

54
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35. HY123=Simplify[GI23 [xmax]-GI23[xmin]];

36. G31l[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] Fl[x,v].,v];
37. HY31[x_]=Simplify[G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin]];
38. GI31l[x ]=Integrate[HY31l[x],x];

39. HY131=Simplify[GI31l[xmax]-GI31l[xmin]];

40. G32[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] F2[x,v].,v];
41. HY32([x_]=Simplify[G32[x,ymax]-G32[x,ymin]];
42. GI32[x ]=Integrate[HY32[x],x];

43. HY132=Simplify[GI32[xmax]-GI32[xmin]];

44. G33[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] F3I[x,v].,v];
45. HY33[x_]=Simplify[G33[x,ymax]-G33[x,ymin]];
46. GI33[x ]=Integrate[HY33[x],x];

47. HY133=Simplify[GI33 [xmax]-GI33[xmin]];

48. TRID1={HY111l,HY112,6HY113};

49. TRID2={HY121,HY122,6HY123};

50. TRID3={HY131,HY132,HY133};

51. MATl1=MatrixForm[ {TRID1l, TRID2, TRID3}]

Submatriz - m -inferior

l. ClearAll[Fl,F2,F3,xmin, xmax,ymin, ymax];

2. Clearall[G1ll1,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

3. Clearall[GIl1l1l,GI12,GI13,GI21,GI22,GI23,GI31,GI32,GI3
31;

4. ClearAll[FIl1l1ll1l,FI112,FI113,FI121,FI122,FI123,FI131,F
I132,FI133];

5. ClearAll[HY111,HY112,HY113,HY121,HY122,HY123,HY131,H
Y132,HY133];

6. Fl[x ,y l=1-x/dx-y/dy:;

7. F2[x_,y 1=x/dx;

8. F3[x_,y l=y/dy:;

9. xmin=0;

10. xmax=dx;

11. ymin=0;

12. ymax=-dy/dx (x - dx);

13. Gll[x_,y ]l=Integratel[Fl[x,y] Fl[x,v].,v];
14. HY1ll[x_]=Simplify[Gll([x,ymax]-Gll[x,ymin]];
15. GIll[x ]=Integrate[HY1ll[x],x];

16. HY111=Simplify[GIll[xmax]-GIll[xmin]];

17. Gl2[x_,y ]l=Integratel[Fl[x,y] F2[x,v].,v];
18. HY12[x_]=Simplify[Gl2[x,ymax]-Gl2[x,ymin]];
19. GI1l2[x ]=Integratel[HY1l2[x],x];

20. HY112=Simplify[GIl2[xmax]-GIl2[xmin]];

21. Gl3[x_,y ]l=Integratel[Fl[x,y] F3I[x,v].,v];
22, HY13[x_]=Simplify[Gl3[x,ymax]-Gl3[x,ymin]];
23. GI1l3[x ]=Integrate[HY1l3[x],x];

24. HY113=Simplify[GIl1l3[xmax]-GIl1l3[xmin]];

25. G21l[x_,y ]l=Integratel[F2[x,y] Fl[x,v].,v];
26. HY21([x_]=Simplify[G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin]];
27. GI21[x ]=Integrate[HY21l[x],x];

28. HY121=Simplify[GIl1l3[xmax]-GIl1l3[xmin]];

29. G22[x_,y ]l=Integratel[F2[x,y] F2[x,v].,v];
30. HY22[x_]=Simplify[G22[x,ymax]-G22[x,ymin]];

31. GI22[x ]=Integrate[HY22[x],x];
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32. HY122=Simplify[GI22 [xmax]-GI22[xmin]];

33. G23[x_,y ]l=Integratel[F2[x,y] F3I[x,v].,v];
34. HY23[x_]=Simplify[G23[x,ymax]-G23[x,ymin]];
35. GI23[x ]=Integrate[HY23[x],x];

36. HY123=Simplify[GI23 [xmax]-GI23[xmin]];

37. G31l[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] Fl[x,v].,v];
38. HY31[x_]=Simplify[G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin]];
39. GI31l[x ]=Integrate[HY31l[x],x];

40. HY131=Simplify[GI31l[xmax]-GI31l[xmin]];

41. G32[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] F2[x,v].,v];
42. HY32([x_]=Simplify[G32[x,ymax]-G32[x,ymin]];
43. GI32[x ]=Integrate[HY32[x],x];

44. HY132=Simplify[GI32[xmax]-GI32[xmin]];

45. G33[x_,y ]l=Integratel[F3[x,y] F3I[x,v].,v];
46. HY33[x_]=Simplify[G33[x,ymax]-G33[x,ymin]];
47. GI33[x ]=Integrate[HY33[x],x];

48. HY133=Simplify[GI33 [xmax]-GI33[xmin]];

49. TRID1={HY111l,HY112,6HY113};

50. TRID2={HY121,HY122,6HY123};

51. TRID3={HY131,HY132,HY133};

52. MATl1=MatrixForm[ {TRID1l, TRID2, TRID3}]

Submatriz- n - superior

l. ClearAll[G1l1l,G12,G1l3,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

2. Clearall[G1l1l1],G112,G113,G121,G1l22,G123,G131,G132,G13
31;

3. ClearaAll[H11l,H12,H13,H21,H22,H23,H31,H32,H33];

4. Clearall[F111,F112,F113,F121,F122,F123,F131,F132,F13
31;

5. ClearAll [GRAF1l, GRAF2,GRAF3,GRTFl, GRTF2,GRTF3];

6. ClearAll [ymin, ymax, xmin, xmax, TRID1, TRID2, TRID3,Matl]
7. GRAF1l[x_,y 1={D[x/dx+y/dy-1,x],D[x/dx+y/dy-1,v]1};

8. GRAF2[x ,y 1={D[1-x/dx,x],D[1-x/dx,y]1};

9. GRAF3[x_,y 1={D[1l-y/dy,x],D[1-y/dy,¥y]}:

10. GRTF1[x_,y 1={{DI[x/dx+y/dy-1,x]1},{D[x/dx+y/dy-
1,y1}};

11. GRTF2[x_ ,y ]1={{D[1l-x/dx,x]},{D[1l-x/dx,vy]}};

12. GRTF3[x_,y_ 1={{D[1-y/dy,x]},{D[1-y/dy,v]1}};

13. xmin=0;

14. xmax=dx;

15. ymin=-dy/dx (x-d4dx);

16. ymax=dy;

17. Gll[x_,y ]l=Integrate[ (GRAFl[x,y].GRTFl[x,v]),¥v]

18. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

19. H111l[x ]=Integrate[Glll[x],x];

20. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];

21. Gl2[x_,y ]l=Integrate[ (GRAFl[x,y].GRTF2[x,v]),¥v]

22, Gll2[x ]1=G1l2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

23. H112[x ]=Integratel[Gll2[x],x];
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28.
29.

30.
31.
32.
33.

we

34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.

42.
43.
44.
45.

we

46.
47.
48.
49.

50.
51.
52.
53.
54.
SS.

56.

57

FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];
Gl3[x_,y ]l=Integrate[ (GRAFl[x,vy].GRTF3[x,v]).,¥v]

Gl13[x ]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];

H113[x ]=Integratel[Gl1l3[x],x];
FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];
G21l[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,y].GRTFl[x,v]),¥v]

Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];
FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];
G22[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,y].GRTF2[x,v]).,¥v]

Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];

H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x];
FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];
G23[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,y].GRTF3[x,v]).,¥v]

Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];

H123[x ]=Integratel[Gl23[x],x];
FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];
G31l[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,y].GRTFl[x,v]),¥v]

Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];
FI131=Simplify[H131[xmax]-H131l[xmin]];
G32[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,vy].GRTF2[x,v]).,¥v]

Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];

H132[x ]=Integratel[Gl32[x],x];
FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];
G33[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,vy].GRTF3[x,v]).,¥v]

Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];
H133[x ]=Integratel[Gl33[x],x];
FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];
TRID1={FIl11l1l,FI112,FI113};
TRID2={FIl1l21,FI122,FI123};
TRID3={FI131,FI132,FI133};
MATRIZ1l=MatrixForm[{TRID1, TRID2, TRID3}]

Submatriz — n - inferior

l. Clearall[G1l1,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];
2. Clearalll[Gl11,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G13

31;

3. ClearAll[H11,H12,H13,H21,H22,H23,H31,H32,H33];
4. Clearall[F1l11,F112,F113,F121,F122,F123,F131,F132,F13

31;

5. ClearAll [GRAF1l, GRAF2, GRAF3, GRTF1l, GRTF2, GRTF3];
6. ClearAll [ymin, ymax, xmin, xmax, TRID1, TRID2, TRID3,Matl]

7. GRAFl[x ,y 1={D[l-x/dx-y/dy,x],D[l-x/dx-y/dy,¥y]};
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8. GRAF2[x ,y 1={D[x/dx,x],DI[x/dx,v]}:
9. GRAF3[x_,y 1={Dl[y/dy.,x],Dly/dy,¥y]1}:

10. GRTFl1l[x ,y ]l={{D[l-x/dx-y/dy,x]}, {D[1-x/dx-
y/dy,yl}};

11. GRTF2([x_,y_l={{D[x/dx,x]},{DIx/dx,v]1}};

12. GRTF3[x ,y_l={{D[y/dy,x1},{Dly/dy,y1}};

13. xmin=0;

14. xmax=dx;

15. ymin=0;

16. ymax=-dy/dx (x-dx);

17. Gll[x_,y_ l=Integratel[ (GRAFl[x,y].GRTFl[x,v])
/'Y1:

18. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

19. H111l[x ]=Integratel[Glll[x],x];

20. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];

21. Gl2[x_,y ]l=Integrate[ (GRAFl[x,y].GRTF2[x,v]).,¥v]

22, Gll2[x ]1=G1l2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

23. H112[x ]=Integratel[Gll2[x],x];

24. FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];

25. Gl3[x_,y ]l=Integrate[ (GRAFl[x,y].GRTF3[x,v]).,¥v]

26. Gl13[x ]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];

27. H113[x ]=Integratel[Gl1l3[x],x];

28. FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];

29. G21l[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,vy].GRTFl[x,v]),¥v]

30. Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

31. H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];

32. FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];

33. G22[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,y].GRTF2[x,v]).,¥v]

34. Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];

35. H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x];

36. FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];

37. G23[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF2[x,vy].GRTF3[x,v]).,¥v]

38. Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];

39. H123[x ]=Integratel[Gl23[x],x];

40. FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];

41. G31l[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,vy].GRTFl[x,v]),¥v]

42, Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

43. H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];

44. FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];

45. G32[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,yv].GRTF2[x,v]),¥v]

46. Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];

47. H132[x ]=Integratel[Gl32[x],x];

48. FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];

49. G33[x_,y ]l=Integrate[ (GRAF3[x,vy].GRTF3[x,v]).,¥v]

50. Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];

51. H133[x ]=Integratel[Gl33[x],x];

52. FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];
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53. TRID1={FI11l1,FI112,FI1l13};
54. TRID2={FI121,FI122,FI123};
55. TRID3={FI131,FI132,FI133};
56. MATRIZ1=MatrixForm[{TRID1l, TRID2, TRID3}]

Submatriz - p - superior

56 ClearAll[F1l,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];

57 ClearAll [DFlx,DF2x,DF3x];

58 Clearall[G1l1l,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

59 Clearall[G1l11,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G1
32,G133];

60 ClearAll[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H131,H1
32,H133];

61 Fl[x_ ,y l=x/dx+y/dy-1;

62 F2[x ,y 1=1-x/dx;

63 F3[x ,y_l=1-y/dy:;

64 DFlx[x_,y_ ]1=DI[Fl[x,v],x];

65 DF2x[x_,y_]=DI[F2[x,v],x];

66 DF3x[x_,y ]1=DI[F3[x,v],x];

67 xmin=0;

68 xmax=dx;

69 ymin=-dy/dx (x-dx);

70 ymax=dy;

71 Gll[x_,y ]l=Integrate[ DFlxI[x ,y ] Fl[x,v].,v]:

72 Glll[x ]=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

73 H11l1l[x ]=Integrate[Glll[x],x]:;

74 FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11ll[xmin]];

75 Gl2[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x_ ,y ] Flix,v].,v]l:;

76 Gll2[x ]1=Gl2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

77 H112[x ]=Integrate[Gll2[x],x]:;

78 FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];

79 Gl3[x_,y l=Integrate[DF3x[x ,yv 1Fl[x,v],v];

80 Gl13[x_]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];

81 H113[x ]=Integrate[Gl1l3[x],x]:;

82 FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];

83 G2l[x_,y ]l=Integrate[DFlx[x_ ,yv ] F2I[x,v],¥v];

84 Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

85 H121[x ]=Integrate[Gl21[x],x]:;

86 FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];

87 G22[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x_ ,y ] F2I[x,v].,¥v];

88 Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];

89 H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x]:;

90 FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];

91 G23[x_,y ]l=Integrate[DF3x[x_ ,yv ] F2[x,v],¥v];

92 Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];

93 H123[x ]=Integrate[Gl23[x],x]:;

94 FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];

95 G3l[x_,y ]l=Integrate[DFlx[x ,y ] F3I[x,v].,¥v];

96 Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

97 H131l[x ]=Integrate[Gl31l[x],x]:;

98 FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];

99 G32[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x_ ,y ] F3Ix,v].,¥v];

100 Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];
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101 H132[x ]=Simplify[Integrate[Gl32[x],x]];

102 FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];

103 G33[x_,y ]l=Integrate[DF3x[x_ ,y ] F3I[x,v].,¥v];
104 Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];

105 H133[x ]=Integrate[Gl33[x],x]:;

106 FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];

107 TRID1={FI11l1l,FI112,FI113};

108 TRID2={FI1l21,FI122,FI123};

109 TRID3={FI131,FI132,FI133};

Matl=MatrixForm|[ {TRID1l, TRID2, TRID3}]

Submatriz - p -inferior

l. ClearAll[Fl,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];

2. ClearAll [DFlx,DF2x,DF3x];

3. ClearAall[G1l1l,G1l2,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

4. Clearall[Gl11,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G13
31;

5. ClearAll[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H131,H132,H13
31;

6. Fl[x ,y 1=1-x/dx-y/dy;

7. F2[x_,y 1=x/dx;

8. F3[x_,y l=y/dy;

9. DFlx[x ,y 1=DI[FlIx,v],x]:

10. DF2x[x ,y 1=DI[F2[x,v],x];

11. DF3x[x ,y 1=DI[F3I[x,v],x];

12. xmin=0;

13. xmax=dx;

14. ymin=0;

15. ymax=-dy/dx (x-dx);

l6. Gll[x_,y ]l=Integrate[ DFl1x[x_ ,y ] Fl[x,v].,v]:;
17. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

18. H111l[x ]=Integratel[Glll[x],x];

19. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];

20. Gl2[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x ,y ] Flix,v]l.,v]l:;
21. Gll2[x ]1=G1l2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

22. H112[x ]=Integratel[Gll2[x],x];

23. FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];

24. Gl3[x_,y ]l=Integrate[DF3x[x_,vy 1Flix,v].,v]l:;
25. Gl13[x ]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];

26. H113[x ]=Integrate[Gl1l3[x],x];

27. FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];

28. G21l[x_,y ]l=Integrate[DFlx[x ,yv ] F2I[x,v],v]:;
29. Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

30. H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];

31. FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];

32. G22[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x ,yv ] F2I[x,v],¥v];
33. Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];

34. H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x];

35. FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];

36. G23[x_,y ]l=Integrate[DF3x[x ,yv ] F2I[x,v],v]:;
37. Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];

38. H123[x ]=Integratel[Gl23[x],x];



61

39. FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];

40. G31l[x_,y ]l=Integrate[DFlx[x ,y ] F3Ix,v]l.,v]l:;
41. Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

42. H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];

43. FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];

44. G32[x_,y ]l=Integrate[DF2x[x ,y ] F3Ix,v]l.,v]l:;
45. Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];

46. H132([x_]=Simplify[Integrate[Gl32[x],x]];

47. FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];

48. G33[x_,y ]l=Integrate[DF3x[x ,yv ] F3Ix,v]l.,v]:;
49. Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];

50. H133[x ]=Integratel[Gl33[x],x];

51. FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];

52. TRID1={FIl11l1l,FI112,FI113};

53. TRID2={FIl1l21,FIl122,FI123};

54. TRID3={FI131,FI132,FI133};

55. Matl=MatrixForm[ {TRID1l, TRID2, TRID3}]

Submatriz - g - superior

1. ClearAll[F1l,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];

2. ClearAll [DF1lx,DF2x,DF3x];

3. Claerall[G1l1,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32
,G331]1;

4. Clearall[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G
131,G132,G133];

5. ClearaAll[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H
131,H132,H133];

6. Fl[x ,y_l=x/dx-y/dy-1;

7. F2[x_,y l=1-x/dx;

8. F3[x_,y l1=1-y/dy;

9. DFly=DI[Fl[x,vy],y]:

10. DF2y=D[F2[x,vy],Y]:

11. DF3y=D[F3[x,v],Yy]:

12. xmin=0;

13. xmax=dx;

14. ymin=-dy/dx (x-dx);

15. ymax=dy;

l6. Gll[x_,y ]l=Integrate[ DFly Flix,yv].,v]l:;

17. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

18. H111l[x ]=Integratel[Glll[x],x];

19. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];

20. Gl2[x_,y ]l=Integrate[ DF2y Flix,yv].,v]l:;

21. Gll2[x ]1=G1l2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

22. H112[x ]=Integratel[Gll2[x],x];

23. FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];

24. Gl3[x_,y ]l=Integrate[ DF3y Flix,yv].,v]l:;

25. Gl13[x ]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];

26. H113[x ]=Integratel[Gl1l3[x],x];

27. FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];

28. G21l[x_,y ]l=Integrate[ DFly F2[x,v].,v]l:;

29. Gl21[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

30. H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];

31. FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];
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32. G22[x_,y ]l=Integrate[ DF2y F2[x,v].,v]l:;
33. Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];

34. H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x];

35. FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];
36. G23[x_,y ]l=Integrate[DF3y F2[x,v],v]l:;
37. Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];

38. H123[x ]=Integratel[Gl23[x],x];

39. FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];
40. G31l[x_,y ]l=Integrate[ DFly F3I[x,v].,v]l:;
41. Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

42. H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];

43. FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];
44. G32[x_,y ]l=Integrate[ DF2y F3I[x,v].,v]:;
45. Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];

46. H132([x_]=Simplify[Integrate[Gl32[x],x]];
47. FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];
48. G33[x_,y ]l=Integrate[ DF3y F3I[x,v].,v]l:;
49. Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];

50. H133[x ]=Integratel[Gl33[x],x];

51. FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];
52. TRID1={FIl11l1l,FI112,FI113};

53. TRID2={FIl1l21,FI122,FI123};

54. TRID3={FI131,FI132,FI133};

Matl=MatrixForm[ {TRID1, TRID2, TRID3}]

Submatriz - g - inferior

l. ClearAll[Fl,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];

2. ClearAll[DFlx,DF2x,DF3x];

3. Claerall[Gll,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

4. Clearall[G1l11,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G13
31;

5. ClearAll[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H131,H132,H13
31;

6. Fl[x ,y l=1-x/dx-y/dy:;

7. F2[x_,y 1=x/dx;

8. F3[x_,y l=y/dy:;

9. DF1y=D[F1l[x,v],Yy];

10. DF2y=D[F2[x,vy],Y]:

11. DF3y=D[F3[x,vy],Y]:

12. xmin=0;

13. xmax=dx;

14. ymin=0;

15. ymax=-dy/dx (x-dx);

l6. Gll[x_,y ]l=Integrate[ DFly Flix,yv].,v]l:;
17. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

18. H111l[x ]=Integratel[Glll[x],x];

19. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];
20. Gl2[x_,y ]l=Integrate[ DF2y Flix,yv].,v]l:;
21. Gll2[x ]1=G1l2[x,ymax]-Gl2[x,ymin];

22. H112[x ]=Integratel[Gll2[x],x];

23. FI1l12=Simplify[H112[xmax]-H112[xmin]];

24. Gl3[x_,y ]l=Integrate[ DF3y Flix,v].,v]l:;



25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55

63

Gl13[x ]1=G13[x,ymax]-Gl3[x,ymin];
H113[x ]=Integratel[Gl1l3[x],x];
FI1l13=Simplify[H113[xmax]-H113[xmin]];
G21l[x_,y ]l=Integrate[ DFly F2[x,v].,v]l:;
Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];
H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];
FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];
G22[x_,y ]l=Integrate[ DF2y F2[x,v].,v]l:;
Gl22[x ]1=G22[x,ymax]-G22[x,ymin];
H122[x ]=Integratel[Gl22[x],x];
FI122=Simplify[H122[xmax]-H122[xmin]];
G23[x_,y ]l=Integrate[DF3y F2[x,v],v]l:;
Gl23[x ]1=G23[x,ymax]-G23[x,ymin];
H123[x ]=Integratel[Gl23[x],x];
FI123=Simplify[H123[xmax]-H123[xmin]];
G31l[x_,y ]l=Integrate[ DFly F3I[x,v].,v]l:;
Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];
H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];
FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];
G32[x_,y ]l=Integrate[ DF2y F3I[x,v].,v]l:;
Gl32[x ]1=G32[x,ymax]-G32[x,ymin];
H132[x_]=Simplify[Integrate[Gl32[x],x]];
FI132=Simplify[H132[xmax]-H132[xmin]];
G33[x_,y ]l=Integrate[ DF3y F3I[x,v].,v]l:;
Gl33[x ]1=G33[x,ymax]-G33[x,ymin];
H133[x ]=Integratel[Gl33[x],x];
FI133=Simplify[H133[xmax]-H133[xmin]];
TRID1={FIl11l1l,FI112,FI113};
TRID2={FIl1l21,FI122,FI123};
TRID3={FI131,FI132,FI133};
Matl=MatrixForm[{TRID1, TRID2, TRID3}]

Submatriz — f - superior

10.

12.
13.
14.
15.
l6.

Clearall[F1l,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];
ClearAll [DFlx,DF2x,DF3x];
Claerall[Gl1l1l,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32
,G33]1;
Clearall[G1l11,G112,G113,G121,G122,G123,G
131,G132,G133];
Clearall[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H
131,H132,H133];

Fllx ,y l=-l+x/dx+y/dy;

F2[x ,y_l=1-x/dx;

F3[x ,y _l=1-y/dy:;

Flt[t_]1=CO0 Expl[-k t];

xmin=0;

xmax=dx;

ymin=-dy/dx (x-dx);

ymax=dy;

Gll[x_,y l=Integratel[ Flt[t] FlIx,v1.,v]l:;
Glll[x 1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

H11l1l[x ]=Integrate[Gl1ll([x],x];
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17. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11ll[xmin]];
18. G21l[x_,y ]l=Integrate[ Flt[t] F2[x,v].,vy];
19. Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

20. H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];

21. FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];
22, G31l[x_,y ]l=Integrate[ Flt[t] F3[x,v].,vy];
23. Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

24. H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];

25. FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];
26. TRID1={FIl1ll1l1l};

27. TRID2={FIl21};

28. TRID3={FIl1l31};

Matl=MatrixForm[ {TRID1, TRID2, TRID3}]

Submatriz - £ - inferior

l. ClearAll[Fl,F2,F3,xmax,xmin,ymin, ymax];

2. ClearAll[DFlx,DF2x,DF3x];

3. Claerall[Gll,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

4. Clearall[G1l11,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G13
31;

5. ClearAll[H111,H112,H113,H121,H122,H123,H131,H132,H13
31;

6. Fl[x ,y l=1-x/dx-y/dy:;

7. F2[x_,y 1=x/dx;

8. F3[x_,y l=y/dy:;

9. F1t[t_]1=CO0 Expl[-k t];

10. xmin=0;

11. xmax=dx;

12. ymin=0;

13. ymax=-dy/dx (x-dx);

14. Gll[x_,y ]l=Integrate[ Flt[t] Fl1l[x,v].,v]:;
15. Glll[x ]1=Gll[x,ymax]-Gll[x,ymin];

l6. H111l[x ]=Integratel[Glll[x],x];

17. FI1lll=Simplify[H11l1l[xmax]-H11l1l[xmin]];
18. G21l[x_,y ]l=Integrate[ Flt[t] F2[x,v].,¥y];
19. Gl21l[x ]1=G21l[x,ymax]-G21l[x,ymin];

20. H121[x ]=Integratel[Gl21[x],x];

21. FI121=Simplify[H121[xmax]-H121l[xmin]];
22, G31l[x_,y ]l=Integrate[ Flt[t] F3[x,v].,vy];
23. Gl31l[x ]1=G31l[x,ymax]-G31l[x,ymin];

24. H131l[x ]=Integratel[Gl31l[x],x];

25. FI131=Simplify[H131l[xmax]-H131l[xmin]];
26. TRID1={FIl1ll1l1l};

27. TRID2={FIl21};

28. TRID3={FI131};

29, Matl=MatrixForm[{TRID1, TRID2, TRID3}]



