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RESUMO

ALEGRIA, S. A. F. Dispersao de poluentes em um trecho do rio Coxipd: modelagem
e aproximagdes numéricas. Cuiaba, MT. 2006. 80p. Dissertacdo (Mestrado) —

Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra. Universidade Federal de Mato Grosso.

Neste trabalho ¢ apresentado um problema de contaminagdo de um trecho do
rio Coxip6 através de esgoto langado no rio, grande parte sem nenhum tratamento
prévio. Para tanto, ¢ proposto um modelo matematico unidimensional, no sentido de
descrever a dispersdo de poluentes no trecho desse rio em funcdo dos fenomenos
fisicos considerados. A existéncia de uma solugdo, do ponto de vista fraco, foi
verificada e métodos de aproximagdao numérica sdo utilizados. Codigos numéricos
em ambiente Matlab® com bases de funcdes lineares e quadraticas foram
desenvolvidos, para as simulagcdes dos cenarios e teste do modelo adotado para esta
abordagem. Nas simulac¢des foram consideradas velocidades médias da correnteza do
rio em duas estagdes, seca ¢ chuvosa, em um tempo previamente escolhido e nos
resultados a estacdo chuvosa obteve um menor nivel de concentragao de esgoto para

o trecho do rio, no intervalo de tempo considerado.

Palavras-chave: polui¢do, aguas residuais, modelos matematicos, simulagdo

computacional, método dos elementos finitos (MEF).



ABSTRACT

ALEGRIA, S.AF. Pollutant dispersal of Coxip6é River: modelling and numerical
approximations. Cuiaba, MT. 2006. 80p. Master’s thesis — Instituto de Ciéncias

Exatas e da Terra. Universidade Federal de Mato Grosso.

In this thesis, is presented a problem of pollution in part of Coxip6 River by
sewage, of which is discharged in the river without previous treatment. A one-
dimensional mathematical model is proposed, in the sense of describing the pollutant
dispersal processes, considering the physical phenomena that have been happening in
the studied part of the river. The existence and uniqueness of solution in weak sense
are verified and methods of numerical approximations are used for the simulation of
scenarios. In the simulations we considered two situations: one in the dry season and
the other in the raining season, for a period of time previously chosen. The results
presented shown that the concentration of sewage was least in the raining season, for

the time interval considered.

Keywords: pollution, waste waters, mathematical model, computational simulation,

finite elements method (FEM).



INTRODUCAO

O acelerado crescimento populacional e da urbanizacdo, sem planejamento
adequado, tem resultado em consequéncias desastrosas aos recursos naturais, bem
como na qualidade da d4gua que vem sendo cada vez mais comprometida.

Uma das principais causas da polui¢do das aguas ¢ a matéria orginica
presente no esgoto, uma vez que, a solucdo “imediata” adotada pelos o6rgaos
responsaveis pelo saneamento basico, ¢ o langamento em rios, na maioria das vezes
sem nenhum tratamento prévio, comprometendo a qualidade da dgua nao apenas no
local onde o esgoto ¢ despejado, mas toda a sua bacia hidrogréfica.

Assim, este estudo foi realizado no rio Coxip0d, que ¢ um integrante da area
turistica de Chapada dos Guimardes, bem como uma sub-bacia do rio Cuiaba,
principal rio formador do Pantanal Matogrossense, ¢ nele sdo despejados esgoto
doméstico, grande parte in natura, implicando em consequéncias ao pantanal, a
satde da populagdo e acarretando a descaracterizagdo ao meio ambiente.

No primeiro capitulo, com base nas condigdes hidrologicas e de descargas de
efluentes no trecho em estudo, serd construido o modelo matematico que descreve o
processo de contaminagao nesta parte do rio Coxip0, na sua formulagao cléssica.

Em seguida, no segundo capitulo, partindo da formulacdo classica (ou forte),
sera obtida a formulagdo variacional (ou fraca), esse procedimento se justifica para a
obtencdo da existéncia e unicidade de solugdo fraca para o problema.

No capitulo seguinte, ¢ feita a discretizagao do problema em sua formulagdo
variacional, uma descricdo dos métodos escolhidos para as discretizacdes espacial
(método de Galerkin) e temporal (método de Crank-Nicolson).

Por fim, no ultimo capitulo sdo apresentados alguns resultados, com suas

analises, discussdo e algumas consideragdes.



1 O PROBLEMAE SUAS MODELAGENS

Neste capitulo se fard uma breve revisao bibliografica sobre o problema de
poluicdo no meio aquatico, em seguida sera retratado o problema de polui¢do no rio
em estudo, onde inicialmente serd feita uma descri¢do da localizacdo, posteriormente

da caracterizagdo e da problematica da area de estudo.

1.1 O PROBLEMA DA POLUICAO NO MEIO AQUATICO

O aumento na taxa de urbanizacdo, frente a falta de cuidado ambiental e
planejamento sustentdvel, tornaram as grandes cidades espacos de degradacgdo social
e ambiental, contribuindo assim para o aumento nos niveis de polui¢cdo da agua, do ar
e do solo.

A agua ¢ um dos recursos vitais para os seres vivos, desempenhando fungdes
de extrema importancia na qualidade de vida. O seu consumo aumenta de acordo
com o desenvolvimento social e econémico. Desta forma, a expansdo industrial e
urbana, bem como o avanco no desenvolvimento da agricultura, levam a um
crescimento no consumo de dgua (EDUCAR, 2006).

Paralelo a preocupacdo em relacdo ao aumento do consumo da agua, este
passa a ser motivo de cuidado por conta da polui¢do, em especial, quando se torna
carregada de matéria organica, nutrientes e microrganismos nas areas de grandes
concentragdes urbanas. As aguas residuais e esgotos sdo lancados nos rios, lagos,
sem tratamentos prévios, passando a ser uma ameaca a saude da populagdo e,
consequentemente, para os organismos vivos em contato com esse meio (EDUCAR,

2006).



O rio normalmente ¢ habitado por muitos tipos de bactérias, assim como por
varias espécies de peixes, algas e outros seres aquaticos. Essas bactérias sdo
importantes porque, alimentando-se de matéria organica, sdo elas que consomem boa
parte da carga que lhe ¢ lancada, sendo as mesmas responsaveis pela autodepuracao,
ou seja, “limpeza” do rio.

Contudo, quando o rio recebe esgoto, ele passa a conter outros tipos de
bactérias que ndo fazem parte do ambiente aquatico e que podem ou ndo causar
doengas as pessoas que beberem ou estiverem em contato com essa agua. Um grupo
importante dentro delas € o grupo de bactérias coliformes, que vivem no interior do
nosso intestino, auxiliando a digestdo. Cerca de 200 bilhdes de coliformes sdo
eliminados diariamente. Assim, quando as dguas recebem esgotos sem tratamento,
fatalmente receberao coliformes fecais, os quais podem ser de pessoas doentes que
estardo transportando para a agua ou para o solo, os microorganismos causadores de
doengas (DEBERDT, 2006).

Além disso, o despejo de esgotos domésticos pode criar um excesso de
nutrientes ¢ ions na agua. Quando isto ocorre, podem, por exemplo, aparecer
diferentes formas de vida aquatica que nao estariam presentes ali em condig¢des
normais, criando um desequilibrio no ambiente. Em muitos casos, esses organismos
dificultam a permanéncia daqueles que ali estavam anteriormente, disputando os
mesmos recursos, tais como: alimento e oxigénio, podendo causar inclusive o seu
desaparecimento naquela area (PROJETO BRASIL DAS AGUAS, 2006).

No Brasil, apenas 20% do esgoto passa por tratamento. O restante ¢
despejado nos cursos d’agua, contribuindo para aumentar a sujeira, as enchentes e as
doencas, (AMBIENTAL BRASIL, 2006).

A regido Norte € a regido com maior propor¢ao de municipios brasileiros sem
coleta de esgoto com 92,9%, seguida da Centro-Oeste com 82,1%, da Sul com
61,1%, da Nordeste com 57,1% e da Sudeste com 7,1%. Os Municipios que tém
apenas servicos de coleta, sendo uma propor¢ao de 32%, superam aqueles que
coletam e tratam o esgoto, que sdo 20,2%. Mesmo na Sudeste, a regido do Pais com a
maior propor¢ao de municipios com esgoto coletado e tratado, apenas um terco deles
apresenta uma condicdo adequada de esgotamento sanitdrio. Além disso, outro

aspecto demografico ¢ consideravel, o significativo nimero de municipios com



populacao inferior a 50 mil habitantes, em torno de 90%, dos quais cerca de 70% tem
populagdo inferior a 20 mil habitantes, e que ndo sdo obrigados legalmente a elaborar
planos diretores, (IBGE, 2000).

De acordo com o IBGE (2000) dos 5507 municipios apenas 52,2% tem pelo
menos um tipo de esgotamento sanitario. Os habitantes dos outros 47,8% municipios
restantes se dispdem de alternativas como fossas, valas abertas e langamentos diretos
em cursos d’agua. Desses 52,2% municipios que contam com esgotamento sanitario
somente 20,2% tratam o esgoto coletado, nos demais o esgoto ¢ despejado in natura
nos rios, no solo e no mar, comprometendo a qualidade da dgua consumida pela
populagdo, utilizada na irrigacdo e at¢ mesmo na mais popular forma de lazer, o
banho de mar ou de rio. Esta situacdo traz conseqiiéncias diretas para a satde
publica, uma vez que a agua poluida é a principal causa de doencas ¢ dos altos
indices de mortalidade infantil.

Segundo CUNHA et a/ (2003), atualmente as acdes sobre o meio ambiente
devem ser observadas numa escala global e ndo mais numa o6tica local. Um exemplo
claro, ¢ a poluicdo de um rio devido ao lancamento de efluentes que nao ficara
restrita ao trecho do rio onde ¢ feito o lancamento, mas comprometera toda a jusante
da bacia hidrografica desse rio, bem como a regido estuarina onde esse rio lanca suas
aguas.

Visdes mais amplas permitem entender o sistema hidrico de forma global e,
consequentemente, conhecer os processos quimicos, fisicos e biologicos do
ecossistema ¢ essencial para criar alternativas sustentaveis ao desenvolvimento. Com
0 monitoramento, ¢ possivel conhecer como atuam os agentes causadores da
degrada¢do ambiental e minimizar seus efeitos, criando instrumentos de gestdo
integrada (DEMUYNK et al., 1997).

Nesse contexto, o controle da polui¢do de recursos hidricos pode ser um
importante aliado para a implementagdo de acdes de prevencdes da saude e do meio
ambiente, tendo em vista a importdncia desses sistemas para a vida humana
(CUNHA et al, 2003).

Porém, segundo NASCIMENTO & HELLER (2005), o controle da polui¢ao

dos recursos hidricos trata-se de um problema complexo, quando se leva em conta as



particularidades, tais como a nao uniformidade da distribuicdo espacial da agua no
Planeta, a sazonalidade da sua distribui¢do temporal e sua aleatoriedade.

Nesse aspecto, modelos matematicos, adaptados a realidade podem contribuir
no sentido de preservar a qualidade da dgua. A qualidade e aprimoramento de
modelos matematicos em hidrologia urbana, contribuem para a redugao de incertezas
em estudos de diagnostico de sistemas existentes, de concepcdo e de
dimensionamento de solugdes de poluicdo (NASCIMENTO & HELLER, 2005).

No caso de transporte de poluentes em cursos de dguas naturais, a equagao de
advecgao-dispersao ¢ amplamente utilizada na sua forma unidimensional para prever
as a distribuicdo espacial e temporal da substancia dissolvida, quer o langamento
tenha ocorrido intencional ou acidental (DEVENS et al 2006).

Os modelos, contudo, contém parametros que precisam ser avaliados, para
que os progndsticos sejam confidveis. No caso de escoamento de rios e ribeirdes, €
preciso conhecer a velocidade média e o coeficiente de dispersdo longitudinal, este
ultimo servindo como um indicador da capacidade de o curso d’agua dispersar os
poluentes que em suas aguas se dissolvam (BARBOSA JR. et al, 2005).

Estudos envolvendo modelagem matematica para dispersao de poluentes em
rios sdo escassos, mas disponibilizamos de estudos que possam ser aprimorados.
ZABADAL et al, (2006), em seu trabalho apresenta a descri¢do de um cendrio real
de dispersao de poluentes em um lago utilizando equagao de difusdo e conclui que o
modelo pode ser ampliado para cendarios fisicos em que as velocidades sao
significativas, considerando os termos advectivos na equacdo utilizada em seu

estudo.

1.2 LOCALIZACAO DA AREA DE ESTUDO

A bacia do rio Coxip6 € uma sub-bacia do rio Cuiab4, este ultimo ¢ um dos
principais colaboradores para a formagdo do pantanal, cuja area ¢ de cerca de
138.183 km? de extensdo territorial (WIKIPEDIA, 2006). Localiza-se na regido
Centro-Oeste do Estado de Mato Grosso, situada entre as coordenadas geograficas de

15°20° a 15° 40’ de latitude sul e 55° 36’ a 56° 10’ de longitude oeste de Greenwich



(ROCHA, 2003), esta sub-bacia ocupa uma area de drenagem de 668,5 km” nos
municipios de Chapada dos Guimardes e Cuiaba — MT (ROCHA, 2003).

O rio Coxip6 tem sua nascente na Area de Protecio Ambiental e Chapada dos
Guimardes, proxima & estrada que vai para localidade de Agua Fria, com altitude
aproximada de 868 metros, a noroeste da cidade de Chapada dos Guimaraes — MT,
junto a Serra de Atma. Apresenta duas caracteristicas hidraulicas, ou seja, rio de
planalto e de planicie pantaneira (ROCHA, 2003). Nasce como rio de planalto, com
velocidades altas, formando corredeiras e ressaltos devido as estruturas geoldgicas,
possuindo varias quedas naturais, tais como: Cachoeirinha com 18 metros de

desnivel, Salto Véu de Noiva de 75 metros e varias outras (FEMA, 1997).

@ Ponte de Eerro

@ Rio/Coxipo

@ Rigo Cuiaba, %%

006 DigitalGlobe 22008 v l !
06 TerraMatrics (._J(JOS €

Pointer 15°33'39.287 S 155°57'52.20° W " Steeaming!||[11111]] 100% Eye alt 17.26 mi

Figura 1 - Localizagéo da bacia do rio Coxipd.
Fonte: GoogleEarth, 2006.

Depois de descer aproximadamente 400 metros, num percurso em torno de 4
km, recebe um de seus afluentes, denominado corrego Independéncia. Nessa area
encontra-se a gruta Casa de Pedra, com Formag¢ao Rochosa de Arenito de Furnas,

drenada pelo mesmo curso d’agua e seus afluentes com varias cachoeiras, tais como:



cachoeiras Sonrisal, do Pulo, dos Malucos, das Andorinhas entre outras, até atingir a
uma cota em torno de 180 m, tornando-se um rio com caracteristicas de Planicie até
sua foz com aproximadamente 130 m de altitude, na margem esquerda do rio Cuiaba
(ROCHA, 2003). Desaguam no rio Coxipé em sua margem esquerda os cOrregos:
Coxipd Mirim, Castelhano e Tijuca, e a margem direita os rios: Claro, Paciéncia,
Salgadeira, Mutuca, Peixes, e os coérregos do Picardo, do Doutor, Pirapora,
Urumbanda, Ribeirdo da Ponte, Moinho ¢ Urubu (ALMEIDA FILHO, 2003).

No municipio de Cuiaba drena véarios bairros e finalmente, desdgua no rio

Cuiaba (ver fig. 1).

1.3 CARACTERIZACAO DA AREA DE ESTUDO.

O clima local da area de estudo, conforme suas caracteristicas € classificado
como sendo tropical semi-imido — AW da escala de KOPPEN (1924). O que
distingue esse clima ¢ a temperatura elevada, chegando aos meses mais quentes a
temperatura média de 39°C, com duas estagdes bem definidas: uma seca (outono-
inverno) e outra chuvosa (primavera-verdo). A estacdo seca vai de maio a agosto € a
chuvosa de setembro a abril. A temperatura média anual ¢ de 27°C, média méaxima
mensal ¢ de 39°C em agosto e média minima mensal em torno de 11°C em julho
(INMET, 2005).

A umidade relativa do ar tem média anual de 70%, no inverno a umidade
relativa do ar diminui, chegando a niveis de 12%, ocorrendo entdo a estacdo seca. A
pressao atmosférica tem média anual de 993,2 mb e os ventos predominantes sao de
Norte e Nordeste (INMET, 2005).

Os sistemas de drenagem dessa regido tém suas cabeceiras situadas em locais
elevados, proximos as escarpas de Chapada dos Guimaraes, predominando, dessa
forma, precipitacdes intensas com chuvas médias de longo curso variando entre 1800
a 1900 mm (LIBOS, 2002), o que remete a profunda influéncia na hidrologia dos
ambientes das terras altas com a qualidade e a quantidade dos recursos hidricos
(SOULSBY et al., 2002). Essa caracteristica influencia, também, na dinamica dos
transportes de solidos, causando as erosdes e, conseqiientemente, elevagdes nas

concentragdes de solidos nos cursos d’agua.
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O presente estudo corresponde a um trecho do rio Coxip6, uma regido de
concentragdo urbana, onde o rio recebe esgoto doméstico, em parte sem nenhum
tratamento prévio. E um trecho que vai desde a Ponte de Ferro até a foz no Rio
Cuiaba, com um percurso total de aproximadamente 35 km. Nesse trecho o rio drena
varios bairros, tais como: Recanto dos Passaros, Jardim Universitario, Trés Barras,
Morada da Serra, Jardim dos Ipés, Santa Cruz, Boa Esperanga, Tijucal, Altos do
Coxipo, Morada do Ouro CPA [, II, IIT e IV entre outros, num total de 44 bairros
(IPDU, 2000).

No sentido de avaliar a qualidade da dgua no rio Coxipd, ALMEIDA FILHO
(2003) analisou as variaveis: precipitagdo, cor aparente, turbidez, pH, alcalinidade e
coliformes totais. A variavel coliforme total, no perimetro urbano, apresentou em
87,5% valores, acima do estabelecido pela resolugio CONAMA 20/86 (Conselho
Nacional do Meio Ambiente).

De acordo com MELO & CUNHA (2005), constatou-se uma caréncia de
estudos especificos dos recursos hidricos neste local, bem como de investimentos
para recuperag@o e monitoramento dos mananciais dessa regiao.

CUNHA & FERREIRA (2006), colocam que o restabelecimento do
equilibrio do meio aquatico, por mecanismos essencialmente naturais, passa,
obrigatoriamente, pela predominancia do tipo de transporte, advectivo ou difusivo e
como e quando a carga poluidora ¢ lancada.

Baseado nessas condigdes, a importancia e realizacdo do presente estudo.



2 O MODELO MATEMATICO

Neste capitulo descreveremos um modelo matematico para o problema a ser
estudado em sua formulacdo classica, cuja formulacdo variacional e discretizacao,

serdo feitas nos capitulos seguintes.

2.1 DESCRICAO DO MODELO

Um modelo matematico foi desenvolvido para estudar a dispersdo de
poluentes no trecho do rio Coxipé descrito anteriormente. No modelo,
consideraremos os fendmenos de difusdo efetiva, transporte advectivo, os fenomenos
de decaimento global e as fontes poluidoras.

Difusdo ¢ o processo que descreve como se propagam as particulas,
microorganismos, elétrons, entre outros, no meio em que se encontram presentes. A
difusdo de particulas se produz por mecanismos basicos como a difusdo molecular e
a difusdo turbulenta.

A difusdao molecular ¢ o um fendmeno de transporte de matéria em que um
soluto ¢ transportado devido aos movimentos aleatérios das moléculas de um fluido.
Estes movimentos aleatdrios fazem com que, do ponto de vista macroscépico, seja
transportado soluto das zonas de concentragdo mais elevada para as zonas de
concentracdo mais baixa.

A difusdo turbulenta ¢ o processo induzido por movimentos térmicos,

provocados por agentes externos aos fluidos.
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Além da difusdo, os demais fendmenos foram considerados: a advec¢do que

¢ o transporte realizado pelo meio condutor; o decaimento que ¢ a degradagdo dos

poluentes e, por fim, a fonte ¢ o ponto de descarga dos efluentes.

Chamando de C(x,y,f) a concentracdo (ppm) de esgoto no ponto (x,y) € no

instante 7, (x, y, ) € Qx (O,T], o modelo pode ser descrito por:

onde:

oc = - difusdo - adveccao - decaimento + fonte, (2.1.1)

ot

difusdo = div [-aV (], (cf. OKUBO, 1980);

transporte = div [VC], (cf. EDELSTEIN-KESHET, 2005);
decaimento = o C, (cf. BASSANEZI, 2002); e

fonte = f,(x,,y,), (cf. CARRERAS & MENENDEZ, 1990).

Dessa forma, a equacao evolutiva, denominada “equacdo de transporte”, que

modela a concentracdo de esgoto ¢ dada por:

onde,

serao:

%—f=—div(—aVC)—div(VC)—0C+f. (2.1.1)

o = ¢ a constante de difusibilidade efetiva no meio aquatico;

—

V' = ¢ o campo de velocidades no meio aquatico;
¢ = ¢ a taxa de decaimento global no meio aquatico;

e fsera dada pelas condi¢Oes de contorno, através das descargas de efluentes.

As condigdes de contorno para o dominio Q (onde 0Q =T, U, UT, UI})



11

oC oC oC
n =0, —a a =-B(x,y).C, —aa— =B,y .C,, —a—| =-p,(x,»).C;

L 1y, on

C

I

onde:

N = vetor unitdrio normal a parte externa da fronteira 0 que modela as
interfaces do trecho do rio (I'y a montante do rio, I'; - margem direita, [, foz
no rio Cuiaba e I'; - margem esquerda - ver figura 2);

p = aconstante de permeabilidade nas interfaces;

C; = concentracao do esgoto.

Os valores de f; e [ sdo iguais para as margens direita e esquerda, ou seja,

em I'; e I3, respectivamente, e diferente de 4, em I',, a foz no rio Cuiaba.

A] AS A6
F3 T]
o by -
@) —>
n n
T T T I n
A, Aj Ay

Figura 2 - Descri¢ao do dominio para o modelo bi-dimensional

A condi¢do de contorno para o inicio do trecho do rio em estudo ¢ dada por
C|. =0, ou secja, serd considerado no ponto inicial em que a concentragdo de
0

poluentes ¢ nula.

Porém, como a sec¢do transversal do rio ¢ muito pequena em relacdo a
extensdo longitudinal (comprimento do rio), vamos desconsidera-la e descrever um

modelo unidimensional, em que a fronteira do dominio sera dada por: 6Q =T, I';.
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Nesta primeira abordagem vamos considerar fontes pontuais em apenas trés
pontos de descarga que sdo os corregos: Tijuca (A) a aproximadamente 20 km do
ponto inicial do trecho do rio em estudo, Castelhano (B) a aproximadamente 24 km e

Moinho (C) a aproximadamente 28 km, conforme a figura 3 a seguir.

B

| Lo |

Figura 3 - Descri¢do do dominio do modelo unidimensional

As condigdes de contorno para o dominio € (onde, 0Q =Ty, I'}), serdo:

C|r0 =0 (2.1.2)
€
oC
i B Ve 2.1.3
on BC, (2.1.3)

em que 3 é a permeabilidade na jusante e Cr a concentracdo de poluente no no final.
Na fronteira I’y (x = 0), vamos considerar o ponto inicial do trecho do rio em estudo,
no qual o nivel de poluentes ¢ zero, representada pela condi¢do (2.1.2), em I'; (x =35

km), indicando a foz do rio Coxipd, cuja passagem de poluente ¢ representada pela

condigdo (2.1.3).

Desta forma, as equagdes (2.1.1-2.1.3) representam o modelo unidimensional
para o fendmeno de dispersao de esgoto neste trecho do rio Coxipd, em sua

formulacao classica. A seguir, passaremos a formulagdo variacional deste modelo.
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2.2 FORMULACAO VARIACIONAL

Nesta se¢do sera obtida a formulagdo variacional do problema (2.1.1- 2.1.3),
apresentado no capitulo anterior em sua formulacdo cléssica. Aqui, o objetivo ¢
propor uma solucdo fraca, ou no sentido das distribuicdes, uma vez que neste
contexto se pode obter a existéncia e unicidade da solugdo fraca com maior

simplicidade, conforme DINIZ (2003) e OLIVEIRA (2003).
2.2.1 INTRODUCAO

O objetivo da formulagdo variacional do modelo ¢ conseguir uma outra
formula¢do da equagdo (2.1.1), propondo uma solu¢ao denominada solugao fraca, ou
seja, introduzir as derivadas no sentido das distribui¢des, que no campo variacional,
hilbertiano, possibilita obter com maior simplicidade os resultados de existéncia e

unicidade de solugdo, a ser procurada num espaco de fungdes conveniente.

O processo para obtengdo da formulagdo variacional ¢ desenvolvido da

seguinte forma:

1- Considerar as derivadas de (2.1.1) no sentido das distribuicdes;
Efetuar o produto interno de cada termo das equagdes por uma fungdo v, denominada

funcao teste, sendo esta pertencente a um subespago conveniente de
1 2 o
H (Q)= {v(x) €L (Q) :a—eL (Q)},
X

que sera denotado por 4 (caracterizado a seguir), onde £? € o espago das fungdes de
quadrado integravel, no sentido de Lebesgue.

Em 4, o produto interno ¢ definido da seguinte forma:

(fle)y =] f g du (22.1)

GEL?I?E@I (2.2.2)

cuja integracdo ¢ feita no sentido de Lebesgue.
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Dessa forma, teremos

A= {v(x) e LZ(Q):%eﬁz(Q)} =31 (Q).

As solugdes C (x, t), serdo procuradas em 1/dado por

r(/:{v e’ [(O,T]:ﬂ]:%eﬁ2 [(OT]ﬂ]}

2.2.2 FORMULACAO VARIACIONAL

Na equagdo (2.1.1) considera-se f = f,, j4 que as fontes poluidoras serdo
consideradas através das descargas em alguns dos pontos do dominio. Para obter a

formulagdo variacional, faremos:

1) Multiplicagdo de ambos os termos de (2.1.1) por uma funcao teste ndo nulav,
dai teremos

aa—fv = (~dif(~a VO —div(V C)v— o Cv+ f,v,

2) Integracdo todos os membros no sentido de Lebesgue
Iaa—fvdu - j— div(—a VC)vdu —jdiv(?c:) vdu —ja Cvdu +prvdy . @220
Q Q Q Q Q

No meio aquatico o coeficiente de difusdo tem sido considerado como
constante (DINIZ, 2003 ¢ CARRERAS & MENENDEZ, 1990). Assim, a equagio
(2.2.2.1) torna-se

j ‘z—f vdu = aj ACv du— jdiv VC)vdu —O'J Cvdu+ f fovdu. (2.2.2.2)
Q Q Q Q Q

Considerando que o campo vetorial que descreve a velocidade de transporte

no meio aquatico, ndo nos esquecendo que nesse primeiro momento vamos trabalhar
com um modelo unidimensional, o campo V' ¢ dado por V' =V _ (constante), onde

V. ¢é a velocidade da correnteza do rio na dire¢do longitudinal. Dai, a equacdo

(2.2.2.2) se torna:
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Q

ou ainda,
Ia—cvdy—aIACvdy+VYIa—Cvdy+O'J.Cvdy=jfp vdu. (2.2.2.3)
Q at Q ’an Q Q

Usando a primeira identidade de Green (IORIO, 1988), no segundo termo do
lado esquerdo de (2.2.2.3), vem

Ja—cvdy+aI(VC.Vv)dy—aJa—Cvd7+VXJ.G—Cvd,u+aJ-Cvd,u
Q at Q 69677 an Q

= j vy (2.2.2.4)

Q

Como as condigdes de contorno sdao dadas por

C

=0 e —~a—= ,BCf , C,indica a concentragd@o de poluente no no final,

T, 877

levando em (2.2.2.4) teremos

E[aa—(;vderaE[(VC.Vv)dy+ﬂ5!;Cfvd;/+VxE[%—Svdy+0'E[Cvd,u

= j vy (2.2.2.5)

Q
Usando as notagdes de produto interno dadas anteriormente, a equagao

(2.2.2.5) pode ser escrita na forma:
ac
ot

classico, enquanto na equacao (2.2.2.5) tem apenas derivadas de primeira ordem, no

oC
v +al\VC|Vv) +V | —
jO;Q ( || )O;Q ( ax

vj +0(CW) ==BCIV), , +1, ), 2226)

Na equacao (2.1.1) aparecem derivadas de segunda ordem no sentido

sentido de distribuicdes, da solucao de C(x,?).

Desta forma, passando da formulacdo classica (2.1.1-2.1.3) para a
formulagdo variacional (2.2.2.6) tornam-se fracas as hipoteses de regularidade da
solucdo, o que proporciona um aumento da classe de funcdes possiveis para a
solu¢do do problema.

A demonstracdo de existéncia e unicidade na formulacdo variacional sera

feita a seguir.
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2.3  EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Nesta secao sera feita a demonstragao de existéncia e unicidade da solucao
para a equagdo (2.2.2.6), conforme se segue.

Para instituir a existéncia e unicidade da solucdo de (2.2.2.6), se fara uso do
Teorema de Lions (LIONS, 1961). Neste caso, devera ser provado que o problema na
sua formulagdo variacional satisfaz as hipdteses do citado teorema, como em DINIZ
(2003).

Agrupando os termos de (2.2.2.6) na forma abaixo e introduzindo a notagao

usada no referido teorema, tem-se:

8 ) ) 2, o
A C) = ZE{C,.J (x, t)gj + Z‘gc (x,1)+C,, (2.3.1)

ij=1 YV j i

que em (2.2.6), mediante as escolhas indicadas logo a seguir, fornece:
oC ~
J.—va’,u+jA(t;C)vdu - —/)’J.Cfvdy+jfpvd,u, Vvel,Vie(0T)  (232)
Q at Q oQ Q
ou numa nota¢do mais compacta:
(aa—f,v] +A4(C,v)=L,(v) (2.3.3)

sendo

A(sC,v)= [ A Cpdu,
Q

Lf (V) =-p

g—

C, vy + | fvdu
Q

Dadas as escolhas em (2.3.2) de:

{a, sei=j;
Cij = . .
0, sei#j;
C. ={Vx, sei=1;

1

C,=o0.

Para a demonstracao de existéncia e unicidade da solucao sera verificado se
(2.2.2.6) satisfaz as hipdteses do teorema citado anteriormente (DINIZ, 2003),

enunciado na forma:
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Teorema 1 (Lions): Dado o conjunto aberto Q — R", considere os espagos
H' (Q) e Hyy (Q) e V tais que Hy(Q) < V< H' (Q). Para w=w (x,t) e v=v(xt),
seja o operador A dado por':
At;w,v) = Zjay( 0 Ow 6V drt Zj.a (x, t)—va’x+ jao(x Hwvdx (%)

i,j=1Q i=l O

Se
Da,, aea,e £2(Q x (0, T]);
W)V w, v €V, afungdo: t - A(t; w,v) é mensuravel;

ii)3 X € R tal que: | AGw,w)[+ M| w2, 8||w|| §>0,we v, qtp.;

#'(Q)’

)| Aftwy)| < M |u|

H'(Q) ||v||7{'(9)
v) L, (v)= ~[fpvdu + [I CdexJ 0,(t) é continuo,
Q Q

vi)fe L* ((—oo,T);[f(Q)) e w,(x) € L3(Q).

entdo existe uma vinica fun¢do w € L£* ((—oo,T) P L (Q)) e{w: (—0,0)—>0} queé
a solugdo variacional de (*).

Prova: Para a demonstragio do teorema, consultar (LIONS, 1961, Teor.1.1-
Cap.IV).

Para averiguar que (2.2.2.6) satisfaz as hipdteses acima, tem-se:

1. E imediato verificar que 4 satisfaz a hipétese i) tendo em vista a escolha de
C;, CieC,y.
2. A mensurabilidade do operador A(¢#; C, v) estd garantida pela propria

defini¢do de A(¢; C, v), uma vez que C,, C, eC, sdo constantes e, portanto, a suas

1] b

integrais de Lebesgue sobre qualquer dominio compacto sdo finitas.

3. A coercividade do operador 4 em (2.2.2.6) pode ser obtida pelo que se segue.
Como

A+ ML = [A@v)vdp 2

Q

YEm R" serd considerado dx = dx, dx, ... dx,
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= aI(Vv.Vv)dy+VXI@vdy+0'J‘
Q 96x Q
entao,
2 v\’ ov ) 2
A= of | duv, | avdymj vidu+ A . 23.4)
Q Q Q

Temos que

Mdu <

Al

Q

ov
V| —vdul <
x£ax 1

ij

Q

Logo
v

-V J‘@vd,u >
xgﬁx

Assim, aplicando a desigualdade de Holder aos termos do lado direito da equagdo

(2.3.4) temos

2

av
ax

ov

VN (AAY

L 2a (2.3.5)

[,2

. . 1 o
Usando o recurso classico da desigualdade ab < £ a4 +4—b2 V aebpositivos que
£

aplicado ao 3° termo do lado direito da inequagao (2.3.5), tem-se

X\ .

Dai,

v g |ov[
o

o M =P 25

LZ

Logo, a inequacao (2.3.5) torna-se

2
2 Z(a—

Assim, tomando o = min{(a —

v’

£|¥
)

ax 2

2
Vol

A(t,v,v)+2,||v

+(/1+U—
EJ;[/1+0'—
2

1
* 48)”‘}

Lj} podemos escolher g, de
4e

%

X

V

X

modo que:
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A(tvyv)+ A ||v

2ol

4. A continuidade de 4 (¢; C, v) pode ser verificada como se segue:

ov|’
iz 2 2] = 5”\’”21(9), §>0,v e v, paracada t € (0,T].
L

A(t;C,v)z jzzl(t,C)Vdﬂ
Q

At C v)= aj (VC.Vv)du+Vx.[6—Cvdy+aJ.Cvdy
Q Q ax Q

Como:

aJ. (VCVv)du < |a|_[(VC.Vv)dy, dai para cada ¢t € (0,T] seja € = max {|a|,/c|} e
Q Q

usando a desigualdade de Cauchy-Schuartz, obtemos

o[ (Ve du+o [Crdu < £C]
Q Q

' (Q) ||v||7{1((2)

Além disso, pela desigualdade de Holder, temos que

oc
ox

VX

Ia—cvdy <
5 Ox

VX

VX

g

‘ , ||V||£2 < 7' (Q) ”v”yf‘(g)
L
Dai,

|4 Cv) < |

Vx

l

H#'(Q) ”V”}{‘ (Q) + ' (Q) ”v”a{‘ (Q)
Logo, tomando

M=¢+

V)C

Vem

|4t Cv)[<M|C]

#'(Q) ||v||}[' (Q)

5. Como o termo L, (v) de (2.3.3) € dado por

L, (v) = —,Bijvd;/ + prvdy e, além disso,
oQ

Q

||v < ,u(Q)”v”ﬂ1 @ Vv e 9, dadas as escolhas de f'e Co € £ (Q x (0,T]) tem-se

L2

que

L, (v)] = ‘— B[ Cpvdy+ | f,vau
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< ﬂ:”Cfv}d}/ + _”fpv‘d,u

IA

lc

Yo c + ”f
(el + [

0 que satisfaz as hipoteses v) e vi) do teorema.

v 2 VLZ

IA

Yod ) ||v||7-[1(£2)

Portanto, existe uma unica solu¢cdo do problema (2.2.2.6) formulado
variacionalmente.
A seguir, sera feita a discretizacdo do problema em sua formulacao

variacional.

2.4 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

Garantida a existéncia e unicidade da solucdo do problema variacional
(2.2.2.6), sera feita a discretizacdo do modelo, através do Método dos Elementos
Finitos — via método de Galerkin (discretizagdo espacial) e Crank—Nicolson
(discretizagdo temporal). Dessa forma, um breve estudo sobre o método de elementos

finitos, conforme BECKER et al. (1981), sera feito na se¢do a seguir.

2.4.1 INTERPOLACAO DE ELEMENTOS FINITOS

Nesta secao apresentaremos, conforme BECKER et al. (1981), o método de
elementos finitos, como uma técnica para aplicarmos sistematicamente o método de
Galerkin e encontrar a solugdo aproximada de problemas de valores de contorno.

Os conceitos de elementos finitos podem ser usados para construir esquemas
de curvas seccionadas onde toda fun¢do g dada pode ser aproximada por um sistema
de polindmios por partes, cujos valores coincidem com os de g, nos pontos nodais
definidos sobre o dominio. Visto desta maneira, uma variedade de escolhas das
formas das fungdes elementares constituem uma base ja bem conhecida dos métodos

para interpolagdo por fungdes suaves por partes.
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Suponhamos que temos uma func¢do g definida no intervalo 0 <x<leque g ¢
suficientemente regular para ser diferenciada continuamente no tempo ¢ € que sua
derivada de ordem k+1 ¢ limitada (finita) neste intervalo.

Devemos construir uma aproximagao g no elemento (um interpolante) de g
sobre os pontos nodais, ¢ desejamos estimar uma melhor exatidio de tais
aproximacoes. Dividimos o intervalo em um numero finito de elementos e, entao,
vamos mostrar como a forma geral das fun¢des pode ser construida.

Em seguida, descrevemos uma técnica para gerar fung¢des polinomiais da
forma de qualquer grau k (cada funcdo da forma ¢ ¢ conterd monoémios em x até x5,
onde k que ¢ um inteiro positivo).

A técnica conduz a familia de elementos finitos de Lagrange, o nome
“Lagrange” que estd sendo citado ¢ a no¢ao da interpolacdo de Lagrange, para os
quais estas familias dos elementos se originam.

O método de Lagrange, que emprega elementos finitos de grau k, ¢

construido como se segue:
1- Consideraremos um elemento finito Q., isolado da malha dos elementos finitos, €
estabeleceremos num sistema coordenado local &, com origem na dire¢do do
elemento central, escalando & = -1 para o ponto extremo a esquerda e & =1 para o
ponto extremo a direita do elemento como mostra a figura 4. Isto ¢ possivel pela
transformagdo linear de todos os elementos gerais para o elemento )., como se
segue:

_ 2x—(xk + xk+1)

4 (2.4.1.1)

Xt = X
de modo que pontos x tais que x, <x <x,,,sd0 transformados em pontos & tais

que—1< & <I1. Executamos o célculo para os elementos neste elemento de referéncia

A

Q e denotamos a fungdo neste elemento por @, (§ )

2- Para a funcdo de grau k, identificamos k+1 nos (incluindo o ponto final), que
divide o dominio Q em k unidades iguais, denotando &,i=1,2, ..., k+l, as
&-coordenadas de cada n6. Para cada n6 &, formamos o produto de k funcdes lineares

(g —gfj),j =1, 2,..., k+t1, j # i. Note que este produto ¢ zero para todos os nos,

exceto o i-¢simo. Estas fungdes sdo da forma:
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né 1: (£-&)(E-&,)..(£-£..);
n62: (6= )E-&)E=¢) (6=
6 i (&) (E-& ) E-E)(E-E0)
noktl: (E=&)(E-&,)(E-¢&)..(6-¢,).
3- Para formar o n6 i avaliamos o correspondente produto na etapa 2 para £=¢; €

dividimos a func¢ao produto por seu valor. Isto normaliza os polindmios de modo que

. (5; ) =1 e produz a forma correta da fungdo ¢, (cf ) correspondente a cada no i.

1 2 3 4 .. k ket
———o—0— —0——o—— P X
0
&=-1 £=1
(a)

Figura 4 - (a) O elemento principal €2 com k+1 nos; (b) Forma linear correspondente parak =1 ¢ (c)
Um elemento com trés nos e a fungdo quadratica por partes (k =2).

Assim, teremos como polindmios de grau k, as fun¢des dadas por:

coa o (E-E)E-8).(E-¢)
O P Ty

5).
~oa . (E=E)E=¢&).(6-¢.)
) )t
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ou de uma forma geral,

co (E=E)E=¢) (- )E-¢) (-4
A e e D (i iy W Fy @412

Estas fungdes tém as seguintes propriedades:

- I sei=j

¢f(§):{o se i j

Isto implica que @, (5) sdo linearmente independente. Assim, qualquer
polindmio de grau igual ou menor que k pode ser representado de maneira Gnica em
termos da base de polinomios de Lagrange. Esta ¢ a propriedade da base das func¢des
globais ¢;: cada polindmio de grau < k pode ser expresso como uma unica
combinacgdo linear das fungdes base ¢; geradas pela forma de Lagrange como em
(2.4.1.2).

Note que para k = 1 (funcdo linear), tem-se dois nds e as fungdes locais da
base (ver fig. 4.b) sdo:

_ 5_52
) 51 _52

1

2
~ _ é:_é:l _l
Ple)= =5 01+¢)

Ao nivel dos elementos, sobre a malha dos elementos finitos, cada funcao

N

¢,(& =—(1-¢)

(2.4.1.3)

base ¢; ¢ da forma indicada pela figura 5, sendo linear por partes.
Para k = 2 (fungdo quadratica), temos trés nos (ver fig. 4.c) e as fungdes sao

dadas por:
3(6)=3£E-1). p0)=1-8. 4e)-5£+) 2414

As correspondentes fungdes globais ¢; sdo mostradas na figura 6.
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Di(x) () Ps(x) Dux)  Psx)

Figura 5 - Fungdes locais lineares por partes ¢, (x) para uma malha gerada por fungdes lineares

com 4 elementos, @ (x) , 5 (x) definida sobre cada elemento.

Uma estimativa do erro para interpolagdo de Lagrange linear por partes pode
ser obtida usando a série de Taylor. Seja £ = g — g5, o erro de interpolagdo da fungdo

e considere um elemento arbitrario Q. com pontos x, <x <x,,, na malha. Supondo
que g tem derivada segunda limitada. Sobre Q2. E = g - g, podemos expandir a série

de Taylor sobre um ponto interior x, dai obtemos
E(x)= £ (x)+ £ (x)(x— )+ %E"({)(x —xf (2.4.1.5)

sendo  um ponto entre xe x. Como g, € o valor interpolante de g o erro E € zero

para os pontos extremos X, Xi+i.
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1 /5\ 3 g é
(a)
(2 X > > >
1 2 3 4 5 6 7

plx) =
o, (x) él-_._._._._» .
O
0 P .
A
0 i N,
P = U

(©)

Figura 6 - (a) Fungdo quadratica com trés nods; (b) Uma malha composta de trés fungdes locais
quadraticas e (c) A fungéo global gerada por esses elementos.
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Em seguida, selecionamos x para ser um ponto de modo que |E| seja

maximo. Neste ponto £ ’(;): 0, entdo a equacdo (2.4.1.5) se reduz a
E(x)= Elx)+ %E”(C x-x), (2.4.1.6)

para x; < x <x,,,. Assim, tomamos x = x; ou X;+; para qualquer ponto proximo de x

(digamos x;), entdo,

E(x)= —% E"(¢ ), —x) (2417
dai,

E()) :%|E"(g”)| (v, - xf (2.4.1.8)

Como i1 - x; = h, entdo ‘x[ - }\ < h/2em (2.4.1.5), dai temos o limite do erro
dado por:

()| < T EQ)] (2.4.1.9)

Finalmente, £ = g - g implica E” = g” - g, = g” em Q.. Introduzindo seu
resultado em (2.4.1.9) e maximizando todos os elementos, obtemos a estimativa final

de erro dada por:

2

)| < e

max
0<x<1

g"(x)] (2.4.1.10)

uma vez que g ¢ limitada no dominio, g”< M < o nesta desigualdade, M constante.

Um procedimento similar pode ser usado para derivar cotas do limite de erros
para Lagrange, com elementos de grau mais elevados. Quando empregamos
elementos finitos de grau k, o limitante do erro assume a forma:

| E |, =max | E(x)| < Mn*" (2.4.1.11)

0<x<1

sendo M uma constante independente de /4. Sua estimativa indica que o elemento

finito interpolante g, de g converge para g (na norma ||0||w) a uma taxa de k+1 quando

h se aproxima de zero.
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2.4.2 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

Nesta secdo serd feita a discretizagdo do problema variacional do modelo
(2.2.2.6), através do Método dos Elementos Finitos (discretizacdo espacial) e Crank—
Nicolson (discretizagao temporal), seguindo o procedimento adotado em DINIZ
(2003).

Inicialmente serd feita a discretizagdo espacial, via método de Galerkin. Este
método ¢ uma técnica geral para construcdo de aproximagdes da solugdo de um
problema de valor de contorno, que envolve a divisdo do dominio da solu¢gdo num
numero finito de subdominios simples (os Elementos Finitos) e usando conceitos
variacionais, construir uma aproximante da solu¢do sobre a colecdo de Elementos
Finitos (BECKER et al., 1981).

Em seguida, sera feita a discretizacdo da variavel temporal (no caso, Crank-
Nicolson), neste caso optou-se por um método implicito com diferencas centradas, de
modo a transformar a equacdo diferencial que modela o fendmeno em estudo,
discretizada espacialmente, num sistema de equacdes algébricas implicitamente
definido, como em ERVIN & HEUER, 2003 e DINIZ, 2003.

Para tanto, ¢ necessario trabalhar com a formulagao variacional do problema,

dada pela equagdo (2.2.2.6). Denotando por ¥’y o subespago de 9/ gerado pelas Ny

fungdes de ¢; (chamadas de fungdes base). Assim, V v, € 9/, temos

v, = zw ().

A discretizacdo espacial do modelo no dominio (Q) sera feita pelo método de
Galerkin. Deste modo, considerando o subespaco 9y, de ¥, a equacdo (2.2.2.6) pode

ser reescrita na forma do seguinte sistema de EDO’s

(le(t; G, ) ‘Vh )O;Q + (aa%

Vi j o :B<Cf ‘Vh> oT, + (f|vh )0,-Q (2.4.2.1)

Vv, € Vh Vte (0,T]
0 que, mediante as escolhas de C,, Ce C, indicadas anteriormente, nos fornece o

seguinte sistema
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N, i op. N;,
(dcw,\(o,j +aZC,»(V(pJ\W,»)O.Q+Vé:€j[%‘¢,} +0°C, o]0 ha
0;Q j=1 ’ j=1 X j=1

0;Q2
= (W)ya- AlCyle.). . ¥ o, dabasede . 2.422)
O passo seguinte ¢ o da discretizagdo da variavel temporal, pelo método de

. : At .
Crank-Nicolson, com diferencas centradas em ¢, +7, fazendo as seguintes

aproximacgoes

d;j (t +%j = %;Cl onde C}"=C,(t,.) (2.42.3)
e

< (t" +%) = leT+CJ (2.4.2.4)

dai, levando (2.4.2.3) ¢ (2.4.2.4) em (2.4.2.2) vem

nel n+tl
[ﬁ](% o), + Z[%J(v oVo),

At =

N Cm™ 4+ Ct ) e ci+Cy
+Vx;( J : /J( ax/% ] UZ( ](q)}‘(ol)

= (f|v)0;Q —ﬂ(CN|§0i )O;rl V ¢, dabase de V.

L]

> At At v At 09,
:JZ:‘C “1 _O-TJ(¢j‘¢i )O;Q _(ZT(V(/)/‘ ‘V¢)i )o,g _T{ Gx/ QJO’Q] (2.4.2.5)

+ At(f|¢i )O;Q —ﬂAt<CN|§z>i>0;r1 V @, dabase de V.

Multiplicando por At resulta

N, a A
Z i [(1 " UTNJ((PJ ‘(p,- )0;9 * aTAt(V ?; ‘V P; ),,;Q * % ( ‘;ij

J=1

Obtendo assim o sistema linear

1
ACY) = BC™ +4"2  dado C° (2.4.2.6)

onde
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Vo. )D;Q +

| P )O;Q + aTAt(V(p/

[(1 Joar,

n

1
di 2= At (f|¢z )O;Q _ﬂAt <CN|¢i>0;1'1 ’

V.AL( 99,
Ox

o
).

V.At( O,
V(pi)"’ﬂ_ 2 [Ox

?; )O;Q o aTAt (V ?,

A matriz 4 ¢ chamada matriz de rigidez e o vetor resultante das operagdes

1
n+—

BC" +4d 2, para cada instante ¢ ¢ denominado vetor carga.

At
+=
2

A ordem das aproximagdes temporais ¢, localmente, (OA¢”).

A escolha das fungdes teste ¢, sera a de elementos finitos, que consiste em:

- Construir uma malha (dos Elementos Finitos) sobre o dominio €2, que sera
denotado por Q.
- Escolher as fungdes base {gol (x), 0, (x),...,goNh (x)} definidas globalmente,

para dois tipos de aproximagdo uma linear por partes ¢ outra quadratica por partes,

satisfazendo a seguinte condigao:

(Di(xj):{lse i=j

Ose i#j

onde x; sdo as coordenadas do j-ésimo n6 na malha.

2.4.3 ESTABILIDADE NUMERICA PARA A DISCRETIZACAO ESPACIAL

Um breve estudo de estabilidade numérica para a discretizacdo espacial, serd

apresentado nessa se¢do, conforme DINIZ (2003).

No problema em estudo, ¢ apresentada uma equagdo evolutiva (2.1.1),
denominada “equagdo de transporte”. Os métodos de aproximag¢do numérica para a
solugdo de equagdes evolutivas, podem acarretar sérias dificuldades, normalmente

por causa da componente advectiva, quando esta é preponderante na equacao.
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Isto pode ser visto, fazendo a comparacao entre os parametros V e o. Nos

casos em que ¥ seja bem maior que o, sem duvida, aparecerio oscilagdes numéricas
quando o tamanho da malha excede um valor critico (HEINRICH et al, 1977).

A principal razdo destes problemas ¢ que a matriz associada ao termo
convectivo/advectivo ndo ¢ simétrica, podendo gerar sistemas mal-condicionados
(MOREIRA E WROBEL, 1983). Uma forma de eliminar tais fenomenos ¢ usar
malhas bem refinadas, de maneira que a convecgao/advecgao perca a preponderancia
ao nivel de elemento. Porém, isso acarretaria um custo operacional alto, pois com a
malha mais refinada a ordem do sistema obtido devera ser bem maior.

Nas simulagdes apresentadas no proximo capitulo, a escolha dos parametros
levou em conta a condic¢ao de estabilidade do método, com base no numero de Péclet
(BROOKS & HUGHES, 1982; HEINRICH et al., 1977 e CHRISTIE et al., 1976).

Esta condicdo ¢ dada por:

A% <y (2.4.3.1)

sendo
V. a componente do termo advectivo V' na diregdo x,, Ax,0 comprimento maximo
do intervalo na dire¢do x, e a € o coeficiente de difusdo.

No capitulo seguinte sdo apresentados os resultados numéricos obtidos pelo

método descrito neste capitulo.
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3 RESULTADOS, ANALISE E DISCUSSAO

3.1 INTRODUCAO

Na tentativa de obter resultados proximos da realidade, pesquisamos na
literatura especifica os parametros necessarios para simulagdo e teste do codigo
numérico para o modelo adotado nesta abordagem do problema, dentre eles:
coeficientes de difusdo, velocidade de transporte, decaimento global e
permeabilidade na jusante. Porém, houve certa dificuldade devido as pesquisas
desenvolvidas nesta area nao apresentarem valores para todos os parametros e, assim,

alguns deles tiveram que ser estimados.

3.2 SIMULACAO E CENARIOS

Para o parametro de difusdo encontramos no trabalho de CARRERAS e
MENENDEZ (1988a) o coeficiente de difusdo para esgoto de 0,23 km?/h. Esse dado
foi obtido através de um arremesso gerado por uma descarga de esgoto, na cidade de
Buenos Aires, no rio de La Plata, utilizando uma técnica executada no sistema
computacional (MANCHAS).

Além disso, através da dissertagdo de mestrado ROCHA (2003), foi possivel
encontrar a média das velocidades entre dois pontos P; e P, (descritos a seguir), do
trecho do rio Coxipd em estudo, no ano de 2001. Esse autor obteve os dados da

seguinte forma:
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Localizagdo dos pontos:

Py: rio Coxipd, a montante da area urbana, nas coordenadas geograficas Latitude
15°36'36" e Longitude 56°00'11".

P,: rio Coxipo, a jusante da area urbana, nas coordenadas geograficas Latitude
15°37'27" e Longitude 56° 02'10".

Aparelho utilizado: Molinete fluviométrico.

Molinetes fluviométricos sdo aparelhos que giram sob a acdo da corrente
d’agua. A relagdo entre o numero de rotacdo por segundo e a velocidade de
escoamento ¢ calculada através de sua equagao V"= A. N + B, sendo
V= Velocidade da 4gua em km/h;

N = Numero de rotagao por segundo;
A, B = Constantes que individualizam cada aparelho aferido.

Dos dados apresentados para a velocidade em ROCHA (2003), a média anual

das velocidades para os pontos P, e P,, durante o ano de 2001, encontramos vV =23
km/h. No més de julho, més considerado de estagdo seca, foi obtida a menor média

das velocidades entre os dois pontos 1,7 km/h € no més de dezembro a maior média

das velocidades entre os dois pontos, que foi V =3,0 km/.

Os parametros de decaimento global (o) e permeabilidade na fronteira (f3),
foram estimados numericamente, ja que ndo foram encontrados na literatura..

Os cddigos foram desenvolvidos para utilizagdo em ambiente Matlab®,
devido a facilidade de visualizagdo gréfica, permitindo a obten¢do de animacgdes
graficas que descrevem a dispersdo dos poluentes no dominio discretizado, dentro de
um intervalo de tempo previamente escolhido (DINIZ, 2003).

Para as simulagdes dos cendrios foram utilizados dois cddigos com base de
funcdes lineares e quadraticas, cujos pontos de descarga considerados no dominio
estavam entre os pontos P1 e P2.

Esses pontos referem-se a trés afluentes do rio Coxipd: o corrego Tijuca que
desdgua no rio a aproximadamente 20 km do ponto inicial do trecho do rio em estudo
(Ponte de ferro), Castelhano localizado a aproximadamente 24 km, ambos na
margem esquerda do rio e, na margem direita, o corrego Moinho com uma distancia

aproximada de 28 km do ponto inicial.
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Nas simulagdes foi considerado o mesmo nivel de descarga de esgoto para os
corregos Tijuca e Castelhano e um nivel maior de descarga para o corrego Moinho,
pois seu curso atravessa uma concentracdo urbana mais densa e drena um nimero
significativo de bairros.

A seguir serdo apresentados os cendrios das simulacdes para o modelo
matematico descrito, utilizando o método dos elementos finitos com base de funcdes

lineares e quadraticas.

3.3 SIMULACAO DOS CENARIOS

Considerando os dados apresentados na tabela 1 e o nivel de entradas de
esgoto, conforme descrito anteriormente, foi feita a simula¢do para um cenario, em
que se verifica o processo evolutivo da concentracdo de esgoto ao longo do tempo
para quatro nos. Neste cenario, o codigo utilizado foi com a base de fungdes lineares,
para a estagdo seca, cujos resultados sao apresentados nos graficos das figuras 7 e 8.

O namero de Péclet para este cenario foi 0,1617.

Tabela 1- Parametros utilizados na simulagdo dos cendrios 1 ¢ 2

Parametros do modelo Valores Unidades
o 0,23 km?/h
- 0,15 h!
\V 1,7 km/h
B 0,1 km/h
Parametros da discretizacdo Valores Unidades
Ax 0,0219 km

At 0,0050 h
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Figura 7 - Simulagdo do cenario 1: Processo evolutivo da concentragdo de esgoto, ao longo do tempo,
para quatro nds distintos (estagdo seca).
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Figura 8 - Simulagdo do cenario 1: Distribui¢do da concentragdo de esgoto ao longo do rio, para
quatro instantes de tempo (estacdo seca).
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No cenario seguinte, foram considerados os dados da tabela 1, apresentados
anteriormente. Para a simulag¢do foi utilizado o codigo com a base de funcdes

quadraticas cujos resultados sdo apresentados nos graficos das figuras 9 e 10.

. X 10'30 Primeiro ponto da malha X 10'7 Ponto antes da fonte B
P = 209
£ g
208 a2 2
g g
‘é” 0.6 ‘E” 1.5
&l g .l
£ 04 g 1
o o
20z 2 s
0 0 :
0] 500 1000 0 500 1000
N° de iteragoes N° de iteragoes
%10 Pontoc apos a fonte B x10°  Ponto final da malha
E3 E 3
o A
2 2
g 2 g3
7= =
s g
81 81
0 : 0 :
0 500 1000 0 500 1000
N° de iteragoes N° de iteragoes

Figura 9 - Simulagao do cenario 2: Processo evolutivo da concentragdo de esgoto, ao longo do tempo,
para quatro nés distintos (estacdo seca).
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Figura 10 - Simulagdo do cenario 2: Distribui¢do da concentragdo de esgoto ao longo do rio, para
quatro instantes de tempo (estacao seca).

No cendrio seguinte, para a estagdo chuvosa, foram utilizados os parametros
apresentados na tabela 2, com o codigo para fungdes lineares. Os graficos da figura
11 apresentam o processo evolutivo da concentracdo de esgoto, no periodo de 5
horas, para quatro instantes de tempo conforme indicado em cada grafico. Neste

cenario o numero de Péclet foi 0,2823.

Tabela 2- Parametros utilizados na simulagdo dos cenarios 3 ¢ 4

Parametros do modelo Valores Unidades

o 0,23 km?/h
- 0,15 h!
\V4 3,0 km/h
B 0,1 km/h
Parametros da discretizacdo Valores Unidades
Ax 0,0219 km

At 0,0050 h
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Figura 11 - Simulagdo do cenario 3: Processo evolutivo da concentragdo de esgoto, ao longo do
tempo, para quatro nos distintos (estacdo chuvosa).

A figura seguinte, para o mesmo cenario, apresenta os graficos da
concentracdo de esgoto ao longo do rio, em quatro instantes distintos, cujos

parametros, sdo os mesmos da tabela 2 e MEF com base de fungdes lineares.
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Figura 12 - Simulagdo do cenario 3: Distribui¢do da concentragdo de esgoto ao longo do rio, para
quatro instantes de tempo (estagdo chuvosa).

Agora, considerando os dados apresentados na tabela 2, e o nivel de entradas
de esgoto conforme descrito anteriormente, foi feita a simulacdo de um cenario,
utilizando o codigo com a base de fungdes quadraticas, em que se verifica o processo

evolutivo ao longo do tempo para quatro nos, (fig. 13).
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Figura 13 - Simulagdo do cenario 4: Processo evolutivo da concentragdo de esgoto, ao longo do
tempo, para quatro nos distintos (esta¢do chuvosa).

A figura 14 a seguir, apresenta o processo de distribuicao da concentracao de
esgoto ao longo do rio, foram considerados os dados da tabela 2, utilizando o codigo

com a base de fungdes quadraticas.
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Figura 14 - Simulagdo do cenario 4: Distribui¢do da concentragdo de esgoto ao longo do rio, para
quatro instantes de tempo (estagdo chuvosa).
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3.4 ANALISE DOS RESULTADOS

Para o primeiro e o segundo cenarios, foi considerada a velocidade da
correnteza do rio igual a 1,7 km/h (estagdo seca) e observou-se o cenario evolutivo
da dispersdo de esgoto ao longo do tempo. No primeiro né o nivel de concentragao ¢
basicamente nulo. Nos nés antes da fonte B e depois da fonte B o nivel de
concentragdo de esgoto ¢ crescente no decorrer do tempo. No tltimo no, o nivel de
concentragdo teve um acréscimo para o tempo considerado (ver fig. 7 ¢ 9).

Observando ainda os cendrios 1 e 2, para a distribuicdo de concentracdo de
esgoto ao longo do rio, para quatro instantes de tempo (estagdo seca), a dispersao de
esgoto, considerando o tempo t = 1 hora ainda pode ser observada como pontual. A
partir do tempo t = 2 horas passa a ter uma dispersdo mais significativa, com o nivel
de concentracao de esgoto sendo crescente com o decorrer do tempo (ver fig. 8 e 10).

Para o terceiro e o quarto cendrios, foi considerada a velocidade da correnteza
do rio igual a 3,0 km/h (estagdo chuvosa) e observou-se o cenario evolutivo da
dispersao de esgoto ao longo do tempo, para quatro nos distintos. No primeiro n6 o
nivel de concentracdo ¢ basicamente nulo, como nos cenarios anteriores. Nos nos
antes da fonte B e depois da fonte B o nivel de concentragdo de esgoto ¢ crescente
inicialmente, vindo a estabilizar e se mantendo constante até¢ o final do tempo
considerado. Nesse caso, percebe-se um menor nivel de concentragdo quando
comparado com a estagcdo seca (ver fig. 7 € 9), na qual a correnteza do rio tem uma
velocidade menor. No ultimo né, o nivel de concentracdo é maior com o decorrer do
tempo considerado e em relagdo a estagdo seca (ver figuras 11 e 13).

Nas simulagdes dos cendrios 3 e 4, (estacdo chuvosa), para a distribuicao de
concentragdo de esgoto ao longo do rio, para quatro instantes de tempo (fig.12 e 13),
observa-se uma dispersdo mais rapida e um menor nivel de concentracdo de esgoto,
durante os tempos considerados, em relacdo a estagdo seca. Este resultado ¢
compativel com o esperado, tendo em vista que a velocidade da correnteza ¢ maior
nesse periodo levando a um processo de autodepuragao pelo rio (ver fig.8 e 10).

Nas simulagdes dos cenarios descritos anteriormente a velocidade da
correnteza do rio influenciou no processo de dispersdo de esgoto para o trecho em

estudo. Segundo ALMEIDA FILHO (2003), em seu estudo no rio Coxipd, onde
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foram analisadas algumas variaveis que influenciam na qualidade da 4gua, o autor
concluiu que na estacdo chuvosa, onde a velocidade da correnteza do rio ¢ maior,
predominou uma tendéncia decrescente das varidveis analisadas, destacando
decréscimos de 12,91% na variavel cor aparente, 23% na turbidez e de 65,58% para
os coliformes totais.

Em relagdo ao MEF com a base de fungdes lineares e quadraticas escolhidas,
para os codigos numéricos desenvolvidos, € possivel concluir que as simulagdes dos
cenarios utilizando a base de fungdes quadraticas apresentaram melhores resultados
(ver fig.7 € 9), uma vez que o erro ¢ da ordem de (Ax)?, (ver eq. 2.4.1.11).

O numero de Péclet para os cendrios apresentados foi sempre menor que 2,
fornecendo um resultado estavel, do ponto de vista da estabilidade numérica.

Para as condicdes dos pardmetros encontrados na literatura, os resultados
obtidos apresentaram estabilidade numérica, ao usarmos uma malha com quantidade
de nbs superior a 180, pois para uma quantidade de nés menor que 180 (malhas
menos refinadas) o nimero de Péclet ¢ maior que 2.

Para um coeficiente de difusdo inferior ou igual a 0,02, considerando os
parametros descritos anteriormente para as simulacdes de cendrios, os resultados
apresentam uma instabilidade numérica, uma vez que a condicdo de Péclet ndo ¢
satisfeita e haveria necessidade de um refinamento maior da malha o que torna o
codigo numérico pesado para os computadores disponiveis para o presente trabalho,

por isso essas simulagdes ndo foram apresentadas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo matematico para a descri¢cao do
processo evolutivo de dispersdo de poluentes em um trecho do rio Coxipo e
desenvolvido um cddigo numérico em ambiente Matlab® para obter a simulacdo de
cenarios da dispersdo de poluentes no trecho do rio considerado.

Com base nos resultados obtidos nas simulagdes dos diferentes cenarios,
pode-se concluir que o cédigo elaborado se mostrou eficaz para os pardmetros de
velocidade utilizados encontrados na literatura e o coeficiente de difusdo
considerado, de modo a simular o transporte de poluentes no trecho do rio.

Baseado nisso, acreditamos que o modelo seja uma ferramenta util para o
auxilio da preservagdo ambiental, no sentido de permitir um diagndstico do processo
de dispersdo de esgoto, auxiliando os 6rgaos de gestdo ambiental na tomada de
decisdo para a adogdo de politicas saneadoras ou de limpeza, que minimizem o
processo de contaminacdo das aguas do rio através de esgoto.

O presente estudo podera continuar, junto com engenheiros sanitdrios,
utilizando dados reais nas simulagcdes e, assim, ajudar no controle de descargas de
poluentes no rio. Além disso, o aprimoramento do modelo, seja pela adocdo do
modelo na forma bi-dimensional contribui para a qualidade de projetos, ou inser¢ao
de parametros obtidos de dados de campo, ou para o estudo de assorecamento (este
também relevante no trecho considerado), assim como outros impactos ambientais

para os rios da regido pantaneira.
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APENDICE

Neste apéndice sdo apresentados os cdodigos numéricos utilizados para as
aproximacodes da solu¢do do problema. Foram desenvolvidas duas formas: uma
usando a base de funcdes lineares e outra com a base de fungdes quadraticas. Em
seguida, ¢ exposto o cddigo executado no Mathematica® para calcular as integrais

dadas pelos produtos internos da equagdo (3.2.6).

CODIGOS PARA O MATLAB®

O codigo a seguir, foi implementado no ambiente Matlab® para Windows,
versdo 6.5.0.180913a Release 13, para as simula¢des de poluentes, conforme as

figuras apresentadas no capitulo 4.
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Codigos utilizados para simulagao da dispersao de poluentes no trecho do rio

Coxip6 — "Para quatro nés’ - Cuiabd MT — usando base de fungdes lineares.

—_—

Programa preliminar p/ contaminacao do rio Coxipo - Cuiaba/MT

2 % via Galerkin Standart e Crank-Nicolson
3 % terceira versao - 23/05/2006

4 %

5 % Parametros do modelo

6 %

7 clear all; tO=clock; % format long;

8 alfa=0.23; % coeficiente de difusao
9 sigma = 0.15; % decaimento global

10 V=17, % velocidade de transporte
11 beta=0.1; % permeabilidade na jusante
12 %

13 % Parametros da discretizacao

14 %

15 xmin = 0; xmax = 35;

16 ti=0;tf=35;

17 nx = 1600;

18 nt = 1000;

19 %

20 % Calculo de parametros auxiliares

21 %

22 nn = nx+1; dt = (tf - ti)/nt; mdt = dt/2;

23 dx = (xmax - xmin)/nx;

24 %

25 %  Construcao dos parametros finais

26 %

27 pl = sigma*mdt;

28 p2 = alfa*mdt;

29 p3 = V*mdt;

30 dl =dx/6;

31 d2 =-1/dx;

32 %

33 % calculo do numero de Peclet

34 %



35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

npec = V*dx/alfa;
%

% Construcao da malha de elementos finitos

%
malha=zeros(nn,3);
k=1;
malha(k,1) = 1;
malha(k,2) = 2;
for i=2:nx;
k=k+1;
malha(k,1)=i-1;
malha(k,2)=i;
malha(k,3)=i+1;
end;
malha(nn,1) = nx;
malha(nn,2) = nn;
%
% Construcao das coordenadas em x
%

x = zeros(nn,1);

for j=2:nn

x(j) = x(-1) + dx;
end;
%

%  definindo as submatrizes

%

M = dx/6*[4 1;1 4];

N = 1/dx*[2 -1;-1 2];
P=1/2*[0-1;-10];

%

% Zerando as Matrizes e o vetor d
%

A=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
B=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
d=zeros(nn,1);

%

% Estabelecendo a condicao inicial
%

%c0 = zeros(nn,nt+1);
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74 ¢ = zeros(nn,1);

75 %

76 % Montagem das matrizes do sistema

77 %

78 for iel=1:nn;

79 for il=1:2

80 ig=malha(iel,il);

81 if ig~=0;

82 for jl=1:2;

83 jeg=malha(iel,jl);

84 if jg~=0;

85 A(ig,jg)=A(ig,jg)t(1+p1)*M(il,j1)+p2 *N(il,j1)+p3 *P(il,jl);
86 B(ig.jg)=B(igjg)+(1-p1*M(LjD-p2*N(LjD-p3*P(iLj);
87 end;

88 end;

89 end;

90 end;

91 end;

92

93 A(1,1) = (1+pl)*4*dl - 2*d2*p2;
94 A(1,2) = (1+pl)*dl + p2*d2 + p3/2;
95 B(1,1) = (1-p1)*4*d1 + 2*d2*p2;
96 B(1,2) = (1-pl)*dl - p2*d2 - p3/2;
97 A(nn-1,nn) = A(1,2);

98 A(nn,nn) = A(1,1)+beta*dt*dt;

99 B(nn-1,nn) = B(1,2);

100 B(nn,nn) = B(1,1)+beta*dt*dt;

101 fori=2:nn-1

102 A(i-1,1) = A(1,2);

103 A(,1) = A(L,1);

104 A(,i+]) = A(1,2);

105 B(i-1,1) = B(1,2);

106 B(i,1) = B(1,1);

107 B(i,i+1) =B(1,2);

108 end;

109 %

110 % Montagem do vetor carga
111 %

112 noA = fix(20/dx); noB = fix(24/dx); noC = fix(28/dx);
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126
127
128
129
130
131
132
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134
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136
137
138
139
140
141
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143
144
145
146
147
148
149
150
151

d(noA) = 0.000001*dt;

d(noB) = 0.000001*dt;

d(noC) = 0.0000015*dt;

%d(nn) = -beta*dt*dt*c(nn); ymax = max(d);

%

% Fatoragao LU da matriz A

%

[LL UU] = lu(A);

%

% abertura da janela para montagem da animagao
%

fig=figure;

set(fig,' DoubleBuffer','on");
set(gca,'xlim',[-80 80],'ylim',[-80 80]....
'NextPlot','replace','Visible','off")

mov = avifile('coxipo3.avi')

%

Y%mm = max(u0);

plot(x,c),title('Cenario 1');%,axis([0 xmax 0 ymax]);
F = getframe(gca);

mov = addframe(mov,F);

%
% resolug¢ao dos sucessivos sistemas
%
for it=1:nt
ys=LL\(B*c+d);
s=UU\ys;

nosepl(it) = s(1);

nosep2(it) = s(noB-1);

nosep3(it) = s(noB+1);

nosep4(it) = s(nn);
%
%  visualizacao e montagem dos graficos
%

if mod(it,4)==1
%
%  visualizacao
%

plot(x,s),title('Cenario 1");%,axis([0 xmax 0 ymax]);
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157
158
159
160
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162
163
164
165
166
167
168

F = getframe(gca);
mov = addframe(mov,F);
end;
c=s;
% d(nn) = beta*dt*dt*c(nn);

end;
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%

mov = close(mov);

subplot(2,2,1)

plot(nosep1),title('Primeiro pnto da malha'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;
subplot(2,2,2)

plot(nosep?2),title('Ponto antes da fonte B'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;
subplot(2,2,3)

plot(nosep3),title('Ponto apos a fonte B'),ylabel('Concentracao (ppm '),grid on;
subplot(2,2,4)

plot(nosep4),title('"Ponto final da malha'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

etime(clock,t0)

Codigos utilizados para simulacdo da dispersdao de poluentes no trecho do rio

Coxip6 — ‘Para quatro n6s’ - Cuiabd MT — usando base de fungdes quadraticas.

O 0 3 N »n B~ W N =

e T T = e
[c <IN B Y, B N VS N S =)

% Programa preliminar p/ contaminacao do rio Coxipo - Cuiaba/MT
% via Galerkin Standart e Crank-Nicolson
% quarta versao - 29/05/2006

%

% Parametros do modelo

%

clear all; tO=clock; % format long;
alfa=0.23; % coeficiente de difusao
sigma = 0.15; % decaimento global

vV =3.0; % velocidade de transporte
beta=0.1; % permeabilidade na jusante
%

% Parametros da discretizacao

%

xmin = 0; xmax = 35;

ti=0;tf=5;

nx =1600;

nt = 1000;
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%

% Calculo de parametros auxiliares
%

nn = nx+1; dt = (tf - ti)/nt; mdt = dt/2;
dx = (xmax - xmin)/nx;

%

%  Construcao dos parametros finais
%

pl = sigma*mdt;

p2 = alfa*mdt;

p3 =-V*mdt;

%

% calculo do numero de Peclet
%

npec = V*dx/alfa;

%

% Construcao da malha de elementos finitos
%
malha=zeros(nn,3);
k=1;
malha(k,1) = 1;
malha(k,2) = 2;
for i=2:nx;
k=k+1;
malha(k,1)=i-1;
malha(k,2)=i;
malha(k,3)=i+1;
end;
malha(nn,1) = nx;
malha(nn,2) = nn;
%
% Construcao do vetor de coordenadas em x
%
x = zeros(nn,1);
for j=2:nn
x() = x(-1) + dx;
end;
%

%  definindo as submatrizes
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%
M =dx/15%[4 2 -1;2 16 2;-1 2 4];
N =1/2*dx)*[7 -8 1;-8 16 -8;1 -8 7];
P=1/6*[-3-41;40-4;-143];
%
% Zerando as Matrizes e o vetor d
%
A=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
B=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
d=zeros(nn,1);
o,
% Estabelecendo a condicao inicial
%
¢ = zeros(nn, 1);
%
% Montagem das matrizes do sistema
%
for iel=1:nn;
for il=1:3
ig=malha(iel,il);
if ig~=0;
for jl=1:3;
jg=malha(iel,jl);
if jg~=0;
A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+p1)*M(LjD+p2*N(iLjl)+p3*P(il j1);
B(ig.j2)-B(igje)+(1-p1)*M(iLjD)-p2*N(iLjl)-p3*P(iLjl);
end;
end;
end;
end;
end;
%
% Montagem do vetor carga
%
noA = fix(20/dx); noB = fix(dx/24); noC = fix(28/dx);
d(noA) = 0.000001*dt;
d(noB) = 0.000001*dt;
d(noC) = 0.0000015*dt;
d(nn) = -beta*dt*dt*c(nn); ymax = max(d);

57



97

98

99

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

%
%
%

Fatoracao LU da matriz A

[LL UU] = lu(A);

%
%
%

abertura da janela para montagem da animagao

fig=figure;

%

set(fig,' DoubleBuffer','on');
set(gca,'xlim',[-80 80],'ylim',[-80 80]....
"NextPlot','replace’,'Visible','off")

mov = avifile('coxipo4.avi')

mm = max(d);

plot(x,c),title('Cenario 1'),axis([0 xmax 0 ymax]);

F = getframe(gca);

mov = addframe(mov,F);

%

% resolucao dos sucessivos sistemas
%

for it=1:nt

ys=LL\(B*c+d);
s=UU\ys;
nosepl(it) = s(1);

nosep2(it) = s(noA+1);

%

%

%

%
%

nosep3(it) = s(noB+1);
nosep4(it) = s(nn);

ymax = max(s);

visualizacao e montagem dos graficos

if mod(it,4)==

visualizacao

plot(x,s),title('Cenario 1'),axis([0 xmax 0 ymax]);

F = getframe(gca);

mov = addframe(mov,F);

end;
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59

c=s;
d(nn) = beta*dt*dt*c(nn);

end;

%

mov = close(mov);

subplot(2,2,1)

plot(nosep1),title('Primeiro ponto da malha'),ylabel('Concentracao (ppm)"),grid on;

subplot(2,2,2)

plot(nosep?2),title('"Ponto antes da fonte B'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

subplot(2,2,3)

plot(nosep3),title('Ponto apos a fonte B'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

subplot(2,2,4)

plot(nosep4),title('"Ponto final da malha'),ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

etime(clock,t0)

Cddigos utilizados para simulagdo da dispersao de poluentes no trecho do rio

Coxip6 — ‘Ao longo do rio’- Cuiaba MT — usando base de fungdes lineares.

O© 0 3 O U B W N =

e e e e e e
O 0 9 N »n Bk~ W N = O

% Programa preliminar p/ contaminacao do rio Coxipo - Cuiaba/MT
% via Galerkin e Crank-Nicolson

% terceira versao - 03/10/2006

%

% Parametros do modelo

%

clear all; tO=clock; % format long;
alfa=0.23; % coeficiente de difusao
sigma=0.15; % decaimento global
V=17 % velocidade de transporte
beta=0.1; % permeabilidade na jusante
%

% Parametros da discretizacao

%

xmin = 0; xmax = 35;

ti=0; tf=5;

nx = 1600;

nt = 1000;

%



20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

% Calculo de parametros auxiliares

%

nn = nx+1; dt = (tf - ti)/nt; mdt = dt/2;
dx = (xmax - xmin)/nx;

%

%  Construcao dos parametros finais
%

pl = sigma*mdt;

p2 = alfa*mdt;

p3 = V*mdt;

d1 = dx/6;

d2 =-1/dx;

%

% calculo do numero de Peclet

%

npec = V*dx/alfa;

%

% Construcao da malha de elementos finitos

%

malha=zeros(nn,3);

k=1;

malha(k,1) = 1;

malha(k,2) = 2;

for i=2:nx;

k=k+1;
malha(k,1)=i-1;
malha(k,2)=i;
malha(k,3)=i+1;

end;

malha(nn,1) = nx;

malha(nn,2) = nn;

%

% Construcao das coordenadas em x

%

x = zeros(nn,1);

for j=2:nn
x(j) = x(-1) + dx;
end;

%

60



59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

%  definindo as submatrizes
%
M = dx/6*[4 1;1 4];
N = 1/dx*[2 -1;-1 2];
P=1/2*[0-1;-1 0];
%
% Zerando as Matrizes e o vetor d
%
A=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
B=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
d=zeros(nn,1);
%
% Estabelecendo a condicao inicial
%
%c0 = zeros(nn,nt+1);
¢ = zeros(nn,1);
%
% Montagem das matrizes do sistema
%
for iel=1:nn;
for il=1:2
ig=malha(iel,il);
if ig~=0;
for jl=1:2;
jg=malha(iel jl);
if jg~=0;
A(ig,jg)=A(ig,jg)t(1+p1)*M(LjD+p2*N(iL,jl)+p3*P(L,jI);
B(ig.jg)=B(ig,jg)+(1-p1)*M(il,j1)-p2*N(il,j)-p3*P(il,j);
end;
end;
end;
end;
end;
A(1,1) = (1+pl)*4*dl - 2*d2*p2;
A(1,2) = (1+pl)*dl + p2*d2 + p3/2;
B(1,1) = (1-p1)*4*d1 + 2*d2*p2;
B(1,2) = (1-p1)*dl - p2*d2 - p3/2;
A(nn-1,nn) = A(1,2);
A(nn,nn) = A(1,1)+beta*dt*dt;
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B(nn-1,nn) = B(1,2);
B(nn,nn) = B(1,1)+beta*dt*dt;
fori=2:nn-1
A(i-1,1) = A(1,2);
A(i,i) = A(1,1);
A(,i+1)=A(1,2);
B(i-1,i) = B(1,2);
B(i,i) = B(1,1);
B(i,i+1) = B(1,2);
end;
%
% Montagem do vetor carga
%
noA = fix(20/dx); noB = fix(24/dx); noC = fix(28/dx);
d(noA) = 0.000001*dt;
d(noB) = 0.000001*dt;
d(noC) = 0.0000015*dt;
%d(nn) = -beta*dt*dt*c(nn); ymax = max(d);

%
% Fatoragao LU da matriz A
%
[LL UU] = lu(A);
%
% resolucao dos sucessivos sistemas
%
for it=1:nt
ys=LL\(B*c+d);
s=UU\ys;
ymax = max(s);
%
%  visualizacao e montagem dos graficos
%
if it==fix(t{/(5*dt))
%

%  visualizacao
%

subplot(2,2,1)

plot(x,c)title("t = 1 hora');,axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),

ylabel('Concentracao (ppm)"),grid on;
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137
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139
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end;
if it==fix(2*tf/(5*dt))
subplot(2,2,2)

plot(x,s),title('t = 2 horas');,axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),

ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

140
141
142
143
144
145
146

end;
if it==fix(4*tf/(5*dt))
%
% visualizacao
%
subplot(2,2,3)
plot(x,s),title('t = 3 horas');,axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),

ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

147
148
149
150
151
152
153

end;
if it==1000
%
% visualisagao
%
subplot(2,2,4)
plot(x,s),title('t = 5 horas');,axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),

ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

154
155
156
157
158
159

end;
c=s;
d(nn) = beta*dt*dt*c(nn);
end;
%
etime(clock,t0)

Codigos utilizados para simulagdo da dispersdo de poluentes no trecho do rio

Coxip6 — ‘Ao longo do rio’- Cuiabd MT — usando base de fun¢des quadraticas.

~N O L bW

% Programa preliminar p/ contaminacao do rio Coxipo - Cuiaba/MT
% via Galerkin e Crank-Nicolson

% quarta versao - 02/10/2006

%

% Parametros do modelo

%

clear all; tO=clock; % format long;
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18
19
20
21
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25
26
27
28
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35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

alfa=0.23; % coeficiente de difusao
sigma = 0.15; % decaimento global
V=3.0; % velocidade de transporte
beta =0.1; % permeabilidade na jusante
%

% Parametros da discretizacao

%

xmin = 0; xmax = 35;

ti=0;tf=5;

nx = 1600;

nt = 1000;

%

% Calculo de parametros auxiliares
%

nn = nx+1; dt = (tf - ti)/nt; mdt = dt/2;
dx = (xmax - xmin)/nx;

%

%  Construcao dos parametros finais
%

pl = sigma*mdt;

p2 = alfa*mdt;

p3 =-V*mdt;

%

% calculo do numero de Peclet
%

npec = V*dx/alfa;

%

% Construcao da malha de elementos finitos
%
malha=zeros(nn,3);
k=1;
malha(k,1) = 1;
malha(k,2) = 2;
for i=2:nx;
k=k+1;
malha(k,1)=i-1;
malha(k,2)=i;
malha(k,3)=i+1;

end;
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malha(nn,1) = nx;
malha(nn,2) = nn;
%
% Construcao do vetor de coordenadas em x
%
x = zeros(nn,1);
forj = 2:nn
X(j) =x(-1) +dx;
end;
%
%  definindo as submatrizes
%
M =dx/15*%[4 2 -1;2 16 2;-1 2 4],
N=1/2*dx)*[7 -8 1;-8 16 -8;1 -8 7];
P=1/6%[-3-41;40-4;-14 3];
%
% Zerando as Matrizes e o vetor d
%
A=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
B=sparse([],[],[],nn,nn,nn*3);
d=zeros(nn,1);
%
% Estabelecendo a condicao inicial
%
¢ = zeros(nn,1);
%
% Montagem das matrizes do sistema
%
for iel=1:nn;
for il=1:3
ig=malha(iel,il);
if ig~=0;
for jl=1:3;
jg=malha(iel jl);
if jg~=0;
Aligjg)=A(igjg)+(1+p1) M(Ljlyp2*N(Ljl)+p3*P(iLl);
B(ig,jg)=B(ig.,jg)+(1-p1)*M(iLj1)-p2*N(iL,jI)-p3*P(il,jl);
end;

end;
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end;

end;

end;

%

% Montagem do vetor carga

%

noA = fix(20/dx); noB = fix(24/dx); noC = (28/dx);
d(noA) = 0.000001*dt;

d(noB) = 0.000001*dt;

d(noC) = 0.0000015*dt;

d(nn) = -beta*dt*dt*c(nn); ymax = max(d);
¢(noA) = d(noA);

¢(noB) = d(noB);

¢(noC) = d(noC);

%
% Fatoragao LU da matriz A
%
[LL UU] = lu(A);
%
% resolucao dos sucessivos sistemas
%
for it=1:nt
ys=LL\(B*c+d);
s=UU\ys;

ymax = max(s);
%
%  visualizacao e montagem dos graficos
%

if it==fix(t{/(5*dt))
%
%  visualizacao
%

subplot(2,2,1)

plot(x,c),title("t = 1 hora'),axis([0 xmax 0 ymax]);

ylabel('Concentracao (ppm)'),grid on;

120
121
122

end;
if it==fix(2*tf/(5*dt))
subplot(2,2,2)
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xlabel('Eixo do rio (km)"),
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123 plot(x,s),title("t = 2 horas'),axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km),
ylabel('Concentracao (ppm)"),grid on;

124 end;

125 if it==fix(4*tf/(5*dt))

126 %

127 %  visualizacao

128 %

129 subplot(2,2,3)

130 plot(x,s),title("t = 3 horas'),axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),
ylabel("Concentracao (ppm)'),grid on;

131 end;

132 if it==1000

133 %

134 %  visualizacao

135 %

136 subplot(2,2,4)

137 plot(x,s),title('"t = 5 horas'),axis([0 xmax 0 ymax]); xlabel('Eixo do rio (km)"),
ylabel("Concentracao (ppm)'),grid on;

138 end;

139 c=S;

140 d(nn) = beta*dt*dt*c(nn);

141 end;

142 %

143 etime(clock,t0)

CODIGOS PARA O MATHEMATICA®

A seguir sera exposto o codigo executado no ambiente Windows XP através
do software Mathematica® para calcular as integrais dadas pelos produtos internos

da equacdo (3.1.6), que formam as matrizes 4 € B e o vetor d dos codigos

implementados no Matlab® e apresentados nas se¢des 8.1.1, 8.1.2.; 8.1.3, 8.1.4.

Codigos utilizados para calcular as integrais — Base de fungdes lineares.
1 ClearAll[F1,F2,F3,F4,xmin,xmed,xmax];
ClearAll[G1,G2,G3,H1,H2,H3,TRID1,TRID2,TRID3];
ClearAlllM11,M12,M22,N11,N12,N22,P11,P12,P21,P22];

E-N VS I S



Fl[x_]=1-x/dx;

F2[x_J=x/dx;

F3[x_]=1-1/dx (x - dx);
[x_]

xmin=0;
xmed=dx;

xmax=2 dx;

G1[x_]=Integrate[F1[x] F2[x],x];
M12=(G1[xmed]-G1[xmin]);
G2[x_]=Integrate[F2[x]F2[x],x];
G2a[x_J=Integrate[F3[x]F3[x],x];
M11=G2[xmed]-G2[xmin] + G2a[xmax]-G2a[xmed];
G3[x_J=Integrate[F3[x]F4[x],x];
M21=(G3[xmax]-G3[xmed]);

TRID1=MatrixForm[{{M11,M12},{M21,M11}}]

HI[x_]=Integrate[D[F1[x],x] D[ F2[x],x],x];
N12=(H1[xmed]-H1[xmin]);
H2[x_J=Integrate[D[F2[x],x] D[ F2[x],x].x];
H2a[x_J=Integrate[D[F3[x],x] D[ F3[x],x].x];

N11=(H2[xmed]-H2[xmin])+(H2a[xmax]-H2a[xmed]);

H3[x_]=Integrate[D[F3[x],x] D[ F4[x],x],x];
N21=(H3[xmax]-H3[xmed]);

TRID2=MatrixForm[ {{N11,N12},{N21,N11}}]

P1[x_] =Integrate[D[F1[x],x] F2[x],x];
P12=(P1[xmed]-P1[xmin]);

P2[x_] =Integrate[D[F2[x],x]F2[x],x];
P11=(P2[xmed]-P2[xmin])

P2a[x_]= Simplify[Integrate[D[F3[x],x]F3[x],x]];
P11 =P11+P2a[xmax]-P2a[xmed];

P3[x_] =Integrate[D[F3[x],x] F4[x],x];
P21=(P3[xmax]-P3[xmed]);

TRID3=MatrixForm[{{P11,P12},{P21,P11}}]
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Cddigos utilizados para o célculo das integrais — Base de fungdes

quadraticas.

O© 0 3 O U B W N =

W W W W W W N NN NN NN N NN = e e e e e e e
LN A W N = ©O VW 0 3 O W A W N = © OV W 9N & i B W N = O

ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmed,xmax];
ClearAll[TRID1,TRID2,TRID3];
ClearAll[M11,M12,M13,M22,M23 M33];
%

Fl[x_J= (x-2 dx)(x-dx)/(2 dx"2);

F2[x_J= -x(x-2dx)/(dx"2);

F3[x_J= 1/(2 dx"2) x (x - dx);

xmin = 0;

xmax = 2 dx;

MI11[x_] = Integrate[F1[x] F1[x],x];
M11s = Simplify[M11[xmax]-M11[xmin]];
M12[x_] = Integrate[F1[x] F2[x],x];
M12s = Simplify[M12[xmax]-M12[xmin]];
M13[x_] = Integrate[F1[x] F3[x],x];
M13s = Simplify[M13[xmax]-M13[xmin]];
M22[x_] = Integrate[F2[x] F2[x],x];
M22s = Simplify[M22[xmax]-M22[xmin]];
M23[x_] = Integrate[F2[x] F3[x],x];
M23s = Simplify[M23[xmax]-M23[xmin]];
M33[x_] = Integrate[F3[x] F3[x],x];
M33s = Simplify[M33[xmax]-M33[xmin]];

N11[x_] = Integrate[D[F1[x],x] D[ F1[x],x],x];
N11s = Simplify[N11[xmax]-N11[xmin]];
N12[x_] = Integrate[D[F1[x],x] D[ F2[x],x],x]
N12s = Simplify[N12[xmax]-N12[xmin]];
N13[x_] = Integrate[D[F1[x],x] D[ F3[x],x],x
N13s = Simplify[N13[xmax]-N13[xmin]];
N22[x_] = Integrate[D[F2[x],x] D[ F2[x],x],x];
N22s = Simplify[N22[xmax]-N22[xmin]];
N23[x_] = Integrate[ D[F2[x],x] D[ F3[x],x],x];
N23s = Simplify[N23[xmax]-N23[xmin]];
N33[x_] = Integrate[D[F3[x],x] D[ F3[x],x],x];

1;
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N33s = Simplify[N33[xmax]-N33[xmin]];

P11[x_] =Integrate[D[F1[x],x] F1[x],x];
P11s = Simplify[P11[xmax]-P11[xmin]];
P12[x_] =Integrate[D[F1[x],x] F2[x],x];
P12s = Simplify[P12[xmax]-P12[xmin]];
P13[x_] =Integrate[D[F1[x],x] F3[x],x];
P13s = Simplify[P13[xmax]-P13[xmin]];
P21[x_] =Integrate[D[F2[x],x] F1[x],x];
P21s = Simplify[P21[xmax]-P21[xmin]];
P22[x_] =Integrate[D[F2[x],x] F2[x],x];
P22s = Simplify[P22[xmax]-P22[xmin]];
P23[x ] =Integrate[D[F2[x],x] F3[x],x];
P23s = Simplify[P23[xmax]-P23[xmin]];
P31[x_] =Integrate[D[F3[x],x] F1[x],x];
P31s = Simplify[P31[xmax]-P31[xmin]];
P32[x_] =Integrate[D[F3[x],x] F2[x],x];
P32s = Simplify[P32[xmax]-P32[xmin]];
P33[x_] =Integrate[D[F3[x],x] F3[x],x];
P33s = Simplify[P33[xmax]-P33[xmin]];

TRID1=MatrixForm[ {{M11s,M12s,M13s},{M12s,M22s M23s},{M13s,M235,M33s} }]
TRID2=MatrixForm[ {{N11s,N12s,N13s},{N12s,N22s,N23s},{N13s,N23s,N33s} } |
TRID3=MatrixForm[{{P11s,P12s,P13s},{P21s,P22s,P23s},{P31s,P32s,P33s} }]
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