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RESUMO 

Siqueira, J. L. Modelagem e simulações dos fluxos de CO2 em áreas alagadas 

do pantanal Mato-grossense. Cuiabá. MT, 2017, 70f. Tese (Doutorado em Física 

Ambiental) – Instituto de Física, Universidade Federal de Mato Grosso.

Neste trabalho, é feito um estudo do fluxo de dióxido de carbono na região da 

Baía de Chacororé, no Pantanal Mato-grossense. O objetivo deste trabalho é propor 

um modelo matemático bidimensional e a simulação de cenários, de modo a 

descrever o processo de dispersão da concentração do dióxido de carbono na 

atmosférica, em função dos fenômenos físicos considerados. O modelo foi 

elaborado a partir de uma equação geral de difusão-advecçao, para a qual se obteve a 

existência e unicidade de solução para o problema em sua formulação variacional. A 

aproximação numérica foi obtida por métodos computacionais com a discretização 

espacial por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF),via Galerkin 

(discretização espacial) e Crank-Nicolson (discretização temporal). O uso das 

simulações computacionais permitiu a apresentação de cenários, onde foi 

possível verificar o comportamento da concentração de dióxido de carbono na 

área em estudo, o que é fundamental para compreender os efeitos da mudança nos ciclos biogeoquímicos globais e regionais, 

bem como o papel dos ecossistemas terrestres tropicais no balanço de dióxido de 

carbono. 

Palavas-chave: Dispersão de CO2; modelagem ambiental; elementos finitos; 

simulação computacional 
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ABSTRACT 

Siqueira, J. L. Modeling and simulationsof CO2 flows in flooded areas of the 

Pantanal Mato-grossense. Cuiabá. MT, 2017, 70f. Thesis (Doctorate in 

Environmental Physics) - Institute of Physics, Federal University at Mato Grosso. 

In this work a study of the flow of carbon dioxide in the Chacororé Bay in 

the region of Pantanal Mato-grossense is carried out. The objective of this work is to 

propose a two dimensional mathematical model and the simulation of scenarios, in 

order to describe the process of concentration of carbon dioxide in the atmospheric, in 

function of the physical phenomena considered. The model was elaborated from a 

general diffusion-advection equation, of which the existence and uniqueness of 

solution to the problem in its variational formulation was obtained. The numerical 

approximation was obtained by computational methods with spatial discretization 

through the Finite Element Method (FEM), by Galerkin Standard (spatial 

discretization) and Crank-Nicolson (for temporal discretization). The use of 

computational simulations allowed the presentation of scenarios, where it was possible 

to verify the behavior for the dispersion of the concentration of carbon dioxide in the 

study area, which is fundamental to understand the effects of the change in the global 

and regional biogeochemical cycles, as well as the role of the Tropical terrestrial 

ecosystems in the carbon dioxide balance. 

Keywords: CO2 dispersion; Environmental modeling; finite elements wetland; 

Computer simulation 
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INTRODUÇÃO 

A modelagem matemática ambiental é um recurso que tem sido, cada vez mais, 

empregado nos estudos ambientais, devido ao seu alto valor científico e sua utilidade 

no prognóstico e na avaliação de impactos ambientais. Por meio de simulações de 

modelos especializados, é possível estimar diferentes impactos da atividade antrópica, 

por exemplo, o alcance de poluentes na atmosfera, os efeitos do efluente líquido na 

quantidade da água de um corpo hídrico, os níveis sonoros na comunidade próxima a 

um empreendimento, os fatores determinantes nas questões relacionadas aos drenos e 

fontes de carbono em uma determinada área, dentre outros. 

A dinâmica do carbono de ecossistemas tropicais brasileiros tem recebido 

considerável importância, devido a necessidade de compreender os efeitos da mudança 

da cobertura terrestre, em ciclos biogeoquímico regionais e globais e o papel dos 

ecossistemas terrestres tropicais no equilíbrio de dióxido de carbono (VOURLITIS et 

al., 2004, 2011). 

Estima-se que as áreas alagáveis tropicais conhecidas por pântanos, ocupam 

uma área da superfície do globo entre 5% e 7% (NEUE et al., 1997). A alta produção 

primária líquida da matéria orgânica, produzida pela decomposição natural, torna as 

áreas alagáveis tropicais um importante sorvedouro de carbono. Pequenas alterações 

no clima, água e regime de nutrientes e uso da terra podem alterar o delicado equilíbrio 

destas áreas. 

Neste trabalho, investigamos o problema de fluxo de CO2 na região do 

Pantanal Mato-grossense. O Pantanal é considerado importante sistema 

regulador do meio ambiente, devido ao seu regime de chuva e inundação que afeta a 

distribuição sazonal de energia e carbono dessa região. O objetivo geral é propor um 

modelo matemático que possa representar a dinâmica do fluxo de CO2 na atmosfera 

local. 

O melhor entendimento da dinâmica do fluxo de CO2 do solo é 

fundamental para compreender a participação do solo no balanço do carbono, já que 

o CO2 é um componente expressivo da dinâmica do Carbono nos ecossistemas 

terrestres. Outro fator importante é a compreensão de como o Pantanal Mato-

grossense emite ou sequestra carbono. A emissão ou sequestro de carbono 

atmosférico envolve uma 
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complexa variedade de processos físicos, químicos e biológicos, atuando em direções 

ou intensidades diferentes. 

Estudos têm sido realizados em diversos biomas, para entender a influência de 

atividades antrópicas, principalmente, no que diz respeito à liberação de gases 

poluentes para a atmosfera, sobretudo a liberação de CO2 estocado pelas florestas e 

áreas alagáveis. O CO2 é uma substância que, em conjunto com a radiação solar e com 

água, é utilizado pelas plantas continuamente para sintetizar a glicose, no processo da 

fotossíntese (BALDOCCHI, 2008).  

Existe uma contínua troca de gás carbônico entre os seres vivos e a atmosfera, 

tais como: respiração e fotossíntese, materiais da crosta, combustão e oxidação, assim 

como entre os oceanos e atmosfera. Cerca de 90% da matéria que forma os vegetais 

são provenientes da atmosfera por meio da atividade fotossintética (VAREJÃO, 2006). 

 O CO2 necessário para o desenvolvimento das plantas é fornecido por três 

sistemas: pela atmosfera, pelo solo através da respiração das raízes e pela própria 

planta (KOCH e MOONEY, 1996). 

Do total de dióxido de carbono que existe na Terra, aproximadamente 98% se 

encontram dissolvidos na água dos oceanos, sob a forma de bicarbonato. Quase todo 

o restante está na atmosfera, onde sua concentração oscila muito pouco em torno de 

0,5 g de CO2 por kg de ar. Porém, essa concentração, pode aumentar 

consideravelmente nas vizinhanças dos grandes parques industriais e dos 

conglomerados urbanos de maior porte (VAREJÃO, 2006).  

Os processos do ciclo de carbono variam de bioma para bioma, entretanto, 

alguns dos maiores fluxos de dióxido de carbono poderão ser encontrados nas florestas 

tropicais úmidas que estão entre os mais importantes e menos monitorados 

ecossistemas do planeta (MALHI et al., 1998). As pesquisas de interação biosfera-

atmosfera e do fluxo de carbono permitem que se avalie o impacto de eventuais 

mudanças ambientais no mesmo, incluindo mudanças no uso do solo, na variabilidade 

climática e no aumento de concentração de CO2 na atmosfera, alterando o 

funcionamento total de um ecossistema natural (GALLON et al., 2006). 

Para realizar simulações de cenários e estimativas da concentração de CO2 em 

uma área alagada do Pantanal, este trabalho propõe o uso de um modelo matemático 

em sua formulação clássica. Em seguida, obtém a sua formulação variacional (ou 
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formulação fraca) e apresenta a existência e unicidade da solução fraca. Os cenários 

são obtidos por meio das simulações com o código numérico apropriado. Portanto, os 

objetivos específicos deste trabalho são:  

 Criar um modelo que descreva o processo de dispersão do CO2 para a área de 

estudo; 

 Obter a formulação fraca para o modelo em sua formulação clássica; 

 Discretizar o problema em sua formulação fraca e 

 Implementar códigos numéricos adequados ao problema para simular cenários. 

O primeiro capítulo é destinado a revisão de literatura que serve de sustentação 

à elaboração desta tese e a descrição da localização e das características da área de 

estudo. No segundo capítulo será proposto um modelo bidimensional, que descreve o 

processo de dispersão de CO2 para o fluxo laminar na direção horizontal em sua 

formulação clássica, utilizando uma equação de difusão-reação-advecção. No terceiro 

capítulo, será obtida a formulação variacional para o problema. Em seguida, é feita a 

discretização do problema, utilizando métodos computacionais para as discretizações 

espacial (elementos finitos – via Galerkin) e temporal (via Crank-Nicolson). No último 

capítulo serão apresentados os resultados, por meio da simulação de cenários e, por 

fim, as conclusões obtidas. 
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1 ESTADO DA ARTE E CARACTERIZAÇÃO DA 

ÁREA DE ESTUDO 

 

1.1 ÁREAS INUNDÁVEIS 
 

As planícies inundáveis são áreas que oscilam entre as fases terrestre e aquática 

e são marcadas pela alta complexidade estrutural, refletida por um mosaico 

paisagístico e funcional decorrente das drásticas modificações sazonais as quais o 

sistema é submetido periodicamente (JUNK, 1997).A inundação está associada ao 

regime hidrológico, que provoca a expansão, contração e fragmentação dos sistemas 

aquáticos, além de interferir no grau de conectividade entre as partes do sistema 

(FANTIN-CRUZ et al., 2011). Na região neotropical é comum a ocorrência de 

planícies de inundação,como as planícies inundáveis da Amazônia Central, o Pantanal, 

que abrange o Brasil, Bolívia e Argentina, e a Ilha do Bananal (Brasil), os Lhanos 

Bajos do rio Orinoco (Venezuela), as savanas do nordeste da Bolívia entre os rios 

Madre de Dios, Beni, Mamoré e Guaporé  (JUNK, 1997) entre outros. 

As características topográficas, os solos pobremente drenados, associados à 

pronunciada sazonalidade hídrica e a alta taxa pluviométrica são fatores que 

influenciam no grande número de áreas periodicamente inundadas na região 

neotropical. 

O Pantanal é caracterizado como elo entre o Cerrado, a Amazônia e os Chacos 

Bolivianos e Paraguaio (JUNK e NUNES da CUNHA, 2005) e apresenta o pulso de 

inundação como principal força moderadora da paisagem, por apresentar baixa 

drenagem dos solos e frequente prolongamento do período de inundação (JUNK, 

2005). 

 

1.2 O PANTANAL 
 

O Pantanal é a maior área inundável contínua do mundo, e experimenta uma 

extensa e prolongada inundação sazonal, com picos de inundação em meses distintos 

e em diferentes compartimentos geográficos da planície (ASSINE, 2003). 
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O Pantanal é um dos seis biomas existentes no Brasil e representa 1,76%do 

território nacional (IBGE, 2013). Situado na depressão do rio Paraguai 16,20º S e 

55,58o O, se estende entre o antigo escudo cristalino do Brasil Central e sua zona de 

transição para o sopé dos Andes geologicamente jovens. O rio Paraguai é o principal 

tributário da Bacia do Alto Paraguai. Sua extensa área inundável e a de seus afluentes 

formam o Pantanal Mato-grossense. A Bacia do rio Paraguai consiste no conjunto de 

todos os recursos hídricos convergindo para a área banhada pelo rio Paraguai e seus 

afluentes. O rio Paraguai nasce em território brasileiro e sua região hidrográfica 

abrange uma área de drenagem de 1.095.000 km², sendo 33% no Brasil e o restante na 

Bolívia, Paraguai e Argentina. A Região Hidrográfica do Paraguai, compreende, no 

território brasileiro, uma área de 362.259 km2 , dos quais 52% correspondem ao Mato 

Grosso e 48% ao Mato Grosso do Sul. 

Geologicamente, o Pantanal pode ser considerado um sistema jovem  com 

aproximadamente 2,5 milhões de anos, com muitas das feições morfologicamente 

oriundas de uma evolução paleográfica condicionada por mudanças climáticas 

electônicas que vem ocorrendo desde o final do Pleistoceno (ASSINE, 2003). O 

Pantanal pertence à categoria das zonas úmidas temporárias sujeitas a um pronunciado 

pulso de inundação monomodal (JUNK et al., 2006a). Nos trópicos e sub-trópicos as 

zonas úmidas ocorrem comumente e possuem um padrão de chuvas fortemente 

sazonal. Outra característica marcante em grande parte dessas áreas é a ocorrência de 

um período completamente seco após o período de chuvas e, consequentemente, a 

colonização por espécies vegetais e animais terrestres que podem, ou não, ser 

específicas de áreas úmidas (JUNK et al.,2006b). 

O clima do Pantanal é do tipo Aw, conforme classificação de Koppen, com 

temperatura do ar média no verão entre 26°C e 29°C e de 20°C a 23°C no inverno 

(HOFFMAN et al., 2010). O clima é quente praticamente todo o ano, sendo que a 

temperatura média anual é de 24ºC. No verão a temperatura média é de 33ºC, enquanto 

no inverno fica em torno de 16º. A seca característica do inverno no Pantanal origina-

se da estabilidade gerada pela influência do anticiclone subtropical do Atlântico Sul e 

das pequenas dorsais que se formam sobre o continente (HOFFMAN et al., 2010; 

BRANDÃO et al., 2011). Segundo Brandão et al. (2011), associado ao período de 

https://www.infoescola.com/geografia/recursos-hidricos/
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chuva está o deslocamento da Zona de Convergência Intertropical (CIT) para 

Sul,acompanhando a marcha aparente do Sol em direção ao Trópico de Capricórnio. 

O período chuvoso tem início em setembro na Serra dos Parecis, na região próxima a 

Rondônia e em toda a porção noroeste da bacia estendendo-se até junho. Na região 

meridional período chuvoso inicia-se em novembro (BRANDÃO et al., 2011). A 

precipitação acumulada anual no Pantanal, apresenta variação entre a região norte com 

1800 mm e a região sul com 1500 mm. Os extremos sul e norte da bacia apresentam 

três meses de seca ao longo do ano, enquanto o Pantanal propriamente dito e as 

cabeceiras localizadas a Leste (região de Rondonópolis e Coxim) ficam por até quatro 

meses submetidos a condições de seca, podendo chegar até cinco meses no bolsão 

desde o norte de Poconé até próximo a Corumbá (HOFFMAN et al., 2010; 

BRANDÃO et al.,2011). 

A flora do Pantanal pode alcançar até 2.000 espécies e constitui um encontro 

de elementos de ampla distribuição e de províncias fitogeográficas muito próximas, 

tais como o Cerrado, florestas estacionais, Chaco, Amazônia e Mata Atlântica (POTT 

et al., 2011). O grupo mais numeroso é de espécies com ampla distribuição, enquanto 

o segundo contingente é proveniente do Cerrado. Plantas endêmicas são raras, somente 

sete espécies catalogadas (POTT et al., 2011).A vegetação é um mosaico de plantas 

aquáticas, campos inundáveis, mata ciliar, savanas (cerrados), cerradão, floresta 

decidual, e uma grande parte de savanas e florestas pioneiras monodominantes (POTT 

et al., 2011). Cerca de 30% da área do Pantanal é coberta por florestas inundáveis 

(NUNES da CUNHA e JUNK, 2004). A proporção de ocorrência de certas 

comunidades vegetais é dependente das características ecológicas, especialmente da 

frequência, extensão, altura e duração das inundações e das características do solo, 

sendo inversa a relação entre a altura da inundação e a diversidade das espécies 

(ARIEIRA e NUNES da CUNHA, 2006). 

 

1.3 FLUXO DE CO2 
 

Para entender o modelo matemático, necessita-se entender os principais fatores 

que afetam os constituintes e as concentrações de dióxido de carbono devido ao seu 

fluxo. 
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O dióxido de carbono, de forma geral, é produzido no solo pelas raízes e 

organismos do solo e, em pequena escala, pela oxidação de materiais que contém 

carbono no solo(RAICH e SCHLESINGER, 1992). A respiração do solo origina-se da 

decomposição microbiana heterotrófica da matéria orgânica, da respiração autotrófica 

da rizosfera e da associação micorrízica (HANSON et al.,2000; JURASINSKI et al, 

2012). 

Trocas ou fluxos de CO2 representam a quantidade do gás transferido de um 

reservatório de carbono para outro, devido a processos físicos, biológicos ou químicos 

(OMETTO, 1981). Para se estimar dentro de um ambiente, coleta-se o ar atmosférico 

em dois diferentes níveis, e mede-se a diferença de concentração do CO2. O resultado 

é, em módulo, o fluxo de CO2 no ambiente. 

Pesquisas em florestas mostram que valores positivos de fluxo de carbono são 

obtidos durante a noite, devido a respiração e emissão do solo, caracterizando assim o 

ambiente como uma fonte de CO2. Após amanhecer, começa a diminuir a produção de 

CO2 pela floresta, e inicia-se o consumo devido à atuação do processo de fotossíntese, 

invertendo o sinal, passando o ambiente a ser caracterizado como um sumidouro de 

CO2. (BALDOCCHI, 2001; SANTOS, 1999; MALHI et al., 1998; MEIR et al., 1996). 

A biota terrestre representa um sumidouro significativo de dióxido de carbono 

atmosférico por apresentar absorção diurna de gás carbônico superior à sua liberação 

noturna. No entanto, os processos do ciclo de carbono variam de bioma para bioma, e 

algumas das maiores taxas de carbono podem ser encontradas nas florestas tropicais 

úmidas, que estão entre os mais importantes e menos monitorados ecossistemas do 

planeta (MALHI et al., 1998). 

Estimada entre 60 PgC/ano (SCHLESINGER, 1997) e 80 PgC/ano (RAICH e 

POTTER, 1995; RAICH et al., 2002), a respiração do solo representa o segundo maior 

fluxo entre a superfície dos ecossistemas e a atmosfera (RAICH et al., 2002). Devido 

à magnitude desse fluxo, pequenas mudanças na taxa de respiração do solo podem 

afetar significativamente a concentração de CO2 na atmosfera (IPCC, 2001; SOE e 

BUCHMANN, 2005). 

No Pantanal Mato-grossense, Carvalho (2013) realizou estudos que 

mostram que o valor médio do fluxo de CO2 do solo é de 0,54±0,30g(CO2)/m
2he 

que o solo atuou como provável fonte de carbono, sendo que a estimativa do balanço 

de carbono 
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do solo foi de -9,11 t/ha. Se observou, também, que o estoque anual de carbono do 

solo foi 57,27±9,77t/ha, variando de 41,48±8,00t/ ha em setembro a 80,47±24,38t/ha 

em fevereiro/2012. A densidade do solo determinada foi 1,63 g/cm3.Observou-se que 

os maiores estoques de carbono ocorreram nos períodos de cheia e enchente, com 

63,56±14,94 e 57,45±6,93t/ha, respectivamente, sendo que nos períodos de vazante e 

estiagem observou-se os menores valores, 52,95±4,47 e 55,12±11,83t/ha, 

respectivamente. 

Estudos realizados em áreas do Pantanal Mato-grossense, na região de Barão 

de Melgaço por Mendes (2009), estimaram o estoque médio anual de carbono do 

solo em 89,9±25,1t/ha, Milesi (2010) encontrou uma média anual de 39,08±16,62t/

ha. 

Davidson et al.  (1998) e Savage e Davidson (2003) também encontraram um 

pulso na emissão de CO2 após o rápido umedecimento do solo seco, conforme pode 

ser visto no quadro 1, que apresenta alguns estudos relacionados com fluxo de CO2 

em alguns pontos de Mato Grosso. 

Quadro 1 – Estudos realizados do fluxo de CO2 do solo no Brasil Autor Ano Período Localização Fluxo de 

CO2 

(g(CO2)/m2h) 

Equipamento 

Coelho (2005) 2004 Final do 

Período da 

Seca 

Sinop-MT 

Brasil em 

floresta 

tropical de 

transição 

0,64* EGM – 1 

Coelho (2005) 2004 Transição 

Seca 

Úmida 

Sinop-MT 

Brasil em 

floresta 

tropical de 

transição 

1,53 ± 0,10* EGM – 1 

Pinto–Jr 

(2007) 

2005 Ano inteiro Sinop-MT 

Brasil em 

Serrado e 

pastagem 

0,87 ± 0,10* EGM – 2 

Ferreira et.al 

(2008) 

2005/2006 Ano inteiro Fazenda 

Água Limpa, 

0,23* LI-COR

LI-6400-09
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Brasília, DF, 

Brasil 

Valentini et al 

(2008) 

2003 Ano inteiro Sinop, MT 

Brasil em 

floresta 

tropical de 

transição 

1,20 ± 0,80* LI-COR 

LI-6400-09 

Zanchi 

et al. (2012) 

2007 Chuvosa e 

Seca 

Reserva 

Cuieiras, 

Manaus, AM, 

Brasil 

0,38 ± 0,06* LI-COR 

LI- 8100-101 

Zanchi 

et al. (2012) 

2007 Chuvosa e 

Seca 

Reserva 

Campina, 

Manaus, AM, 

Brasil 

0,38 ± 0,06* LI-COR 

LI- 8100-101 

Brandão (2012) 2011 Ano inteiro RPPN Sesc 

Pantanal, 

Barão de 

Melgaço, 

MT, Brasil 

0,63 ± 0,26* LI-COR 

LI-6400-09 

Presente Estudo 2012 Ano inteiro RPPN Sesc 

Pantanal, 

Poconé, MT, 

Brasil 

0,54 ± 0,30 EGM – 04 

*Esses valores foram apresentados originalmente em µmol/m2s, sendo convertidos 

para g(CO2)/m
2h, pelo fator 6,312. 

 

 

 

 

 

 

1.4 DESCRIÇÃO E CARACTERIZAÇÃO DA ÁREA DE ESTUDO 
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Figura 1:  Localização geográfica e foto de satélite da Baía de Chacororé, no Pantanal 

Matogrossesse. (Fonte: EMBRAPA – Brasil, 2004) 

Para avaliarmos o fluxo de CO2 na região do Pantanal, foi considerada uma 

baía permanente que está inserida na planície de inundação do rio Cuiabá, parte 

Norte do Pantanal mato-grossense (Figura 1): a baía Chacororé, localizada entre a 

cidade de Barão de Melgaço e o distrito de Mimoso. Esta baía pertence à bacia 

hidrográfica do rio Cuiabá e ocupa uma área de relevo aplainado, 

formando uma planície fluviolacustre em zona de média inundação 

(ADÁMOLI, 1986). A inundação na planície do rio Cuiabá apresenta uma 

amplitude de 2,5 m e duração máxima de 166 dias, com variação interanual 

dependente dos níveis fluviométricos do rio Cuiabá. Já o regime hidrológico da região foi dividido por Da Silva (1990) em períodos de Cheia

(janeiro, fevereiro e março), Vazante (abril, maio e junho), Estiagem (julho, agosto e 

setembro) e Enchente (outubro, novembro e dezembro). O clima regional é quente e 

úmido com chuvas no verão e estiagem no inverno. A pluviosidade oscila entre 800 e 

1400 mm/ano, sendo que 80% ocorrem entre os meses de novembro e março. A média 

anual de temperatura oscila entre um máximo de 29 a 32oC e um mínimo de 17 a 20oC 

(BRASIL, 1997). Os solos são de origem sedimentar, ocorrendo em fases argilosa e 

arenosa de forma alternada e descontínua, com a dominância de solos hidromórficos 

compondo 92,5% do total (AMARAL FILHO, 1984). 
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2 MODELAGEM AMBIENTAL 
 

 A modelagem matemática de problemas ambientais, tais como: alteração no 

ecossistema, poluição do ar, mudanças climáticas, tem como objetivo principal 

reproduzir as características relevantes para o tratamento de uma determinada questão 

específica; faz uso de equações diferenciais, que podem ser ordinárias (EDO) ou 

parciais (EDP), para estabelecer as variáveis que governam o fenômeno. Tais equações 

empregam em sua formulação os princípios físicos envolvidos no problema. A 

modelagem constitui-se uma tentativa aproximada de representar um fenômeno da 

natureza (WENDLAND, 2004). Portanto, antes que um modelo seja aplicado a um 

sistema real, necessita ser validado, para que seja assegurado que ele, realmente, 

represente o processo físico que supostamente está sendo simulado (SPERANDIO; 

MENDES; SILVA, 2006). Esta tarefa é feita comparando-se resultados do modelo 

com observações de campo ou de laboratório, sendo que esta comparação não precisa 

ser exata, mas é preciso que se tenha evidências de que os processos físicos e 

bioquímicos estejam adequadamente representados e incorporados no modelo.  

 Modelos matemáticos têm permitindo o estudo de diversos fenômenos 

ambientais. Para analisar, por exemplo, o ponto de alcance das emissões aéreas 

oriundas de chaminés de industrias (HEIN e BONA, 2004), foram usadas equações de 

difusão unidimensional no estudo de diferentes características das emissões. Marques 

Filho (2002) propõe a deposição de poluentes em regiões costeiras a partir das 

emissões de plataformas de petróleo.  A modelagem da qualidade do ar por transporte 

de gases traço e aerossóis e as emissões aéreas provocadas por pontos móveis, tais 

como aeronaves na pulverização de agrotóxicos em lavouras e descargas de 

automóveis foram estudadas por Wang e Ostoja-Strzewski (2004), Longo (1999), 

Freitas(1999), Santos (1998) e Artacho (1993). Diniz (2003) apresentou estudo de 

funcionamento da modelagem matemática e simulação numérico computacional para 

contaminação ambiental. Modelagem e simulação dos fluxos de vapor d’água na área 

da represa do rio Manso-MT foram feitas por Odi (2005). O Fluxo de água e transporte 

de solutos na zona não-saturada do solo foram simulados por Pizarro (2009). Vilani 

(2008) realizou estudos da dispersão de CO2 em áreas de transição floresta-cerrado, 

por meio de modelagem e simulações. 
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 As equações diferenciais nem sempre apresentam solução analítica devido à 

complexidade da geometria, porém, é possível obter aproximações da solução via 

método numérico (ROSMAN, 1989). O método de diferenças finitas e o de elementos 

finitos são os mais usados na engenharia. Esses métodos baseiam-se no processo de 

discretização das equações diferenciais parciais (EDP) governantes a fim de reduzir o 

problema físico contínuo a um problema discreto, de modo que tais equações possam  

ser avaliadas em cada ponto de uma malha computacional, que é utilizada por um 

modelo computacional para representar a região que se pretende estudar.  

 As EDPs são capazes de descrever fenômenos físicos tridimensionais, mas 

para efeitos computacionais, nem sempre são relevantes. Em geral, se utiliza um 

modelo bidimensional integrado na vertical. Falconer (1976) diz ser aceitável a 

utilização de modelos promediados na vertical quando há predominância horizontal 

dos fluxos de quantidade de movimento, e é insignificante a estratificação da matéria 

estudada. Para que a solução dessas equações matemáticas seja única num determinado 

domínio é necessário, ainda, promover condições de contorno às mesmas e uma 

condição inicial, que podem ser o resultado de outras simulações ou podem resultar de 

observações ou medições. 

 A obtenção de resultados numéricos de um modelo matemático gera 

imprecisões devido às simplificações impostas ao modelo. A estas imprecisões 

numéricas, relacionadas com os métodos numéricos e com as capacidades 

computacionais, dever-se-ão associar as incertezas das observações referentes à 

precisão dos equipamentos, tempos de amostragem, medidas temporais, etc. O valor 

final (real) resulta do uso de muitas e diferentes técnicas matemáticas, tais como 

método variacional, técnicas analíticas, estatística aplicada, etc. (BORREGO e 

MIRANDA, 2000). 

 Em qualquer problema que envolva a resolução de equações, as derivadas 

parciais levantam três questões fundamentais, as quais em seu conjunto, definem o que 

se chama um problema bem posto. São elas:  
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  A existência de solução; 

  A unicidade da solução; 

  A estabilidade da solução, isto é, que a solução dependa continuamente das 

condições definidas, de modo que as pequenas variações destas 

correspondam a pequenas variações da solução (BORREGO e MIRANDA, 

2000). 

 Na próxima seção, será apresentado o modelo proposto para descrever o 

processo do fluxo de CO2 para a área de estudo apresentada na seção 1.4 do primeiro 

capítulo.  

 

2.1 MODELO MATEMÁTICO 
 

 Para descrever o fluxo de CO2 na área de estudo apresentada, é importante 

entender o modelo matemático utilizado. A proposta é utilizar um modelo matemático, 

em sua formulação clássica, classificado como problema de valor de contorno, 

caracterizado pela equação diferencial parcial, as condições de contorno e a condição 

inicial, para assim, simular o transporte e a difusão de CO2 na atmosfera, levando em 

conta os fenômenos relativos à dinâmica ambiental. 

 O desafio que se apresenta é a obtenção de um modelo matemático capaz de 

simular o transporte e a difusão de CO2. Este modelo será estabelecido a partir de 

algumas considerações sobre a dinâmica atmosférica, bem como dos fenômenos que 

definem a entrada e saída de CO2 num domínio regular limitado. 

 

2.1.1 Modelo Conceitual 

 

 Para descrever o processo de dispersão atmosférica do CO2 na área de estudo 

apresentada, é importante saber qual o modelo matemático que mais se ajusta ao 

processo real que ocorre na natureza,  e que possa simular o transporte e a difusão de 

CO2 na atmosfera. Este modelo será analisado, a partir de algumas considerações sobre 

a dinâmica atmosférica, levando-se em conta os fenômenos relativos à dinâmica 

ambiental. 
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Inicialmente, nesta primeira abordagem, será adotado um domínio 

bidimensional, supondo que o CO2 não atinge grandes altitudes, e será considerado o 

processo de dispersão apenas no plano horizontal, o que facilita o estudo nesta 

abordagem inicial. Além disso, o processo difusivo pode ser considerado homogêneo 

a cada camada de 100 m de altitude. Daí, considerando as dimensões da área de estudo, 

que seria de 100 km de latitude, por 100 km de 

longitude e 100 m de altitude, a partir da superfície, se justifica a adoção de um plano 

horizontal (domínio bidimensional), conforme apresentado na Figura 2. 

 

𝜕Ω = Γ 

𝛤 = 𝛤0 ∪ 𝛤1 ∪ 𝛤2 ∪ 𝛤3 

 

 

 

 

Figura 2: Definição do domínio aéreo retangular (Ω) por um plano limitado pela 

fronteira Γ. 

O plano bidimensional utilizado, no qual será definido o processo descrito pelo 

modelo para a dispersão, para o comportamento evolutivo da concentração de um 

conjunto de partículas de CO2 , transportadas nesta área do domínio escolhido, onde 

serão considerados os fenômenos do processo difusivo (microscópico e aleatório) e 

advectivo (macroscópico, por meio das correntes atmosféricas - ventos), cuja fronteira 

será adotada, conforme apresentada na Figura 2. 

 Os processos atmosféricos são governados por uma série de variáveis difíceis 

de serem estabelecidas, tanto no aspecto qualitativo quanto quantitativo. Assim, torna-

se difícil estabelecer as contribuições de cada variável em cada momento da evolução 

do sistema. Para que o modelo possa produzir cenários aceitáveis e, para que seja 

matematicamente tratável, a concepção do sistema deverá sofrer algumas 

simplificações com a escolha dos processos mais significativos que nos possibilitem 

tratá-lo sem que se perca a condição de explicar o processo evolutivo. 
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 Vamos assumir que a teoria subjacente aos processos atmosféricos é a 

dinâmica laminar dos fluidos e que a formulação do modelo será pautada nestes 

princípios. 

 As leis da dinâmica dos fluidos são bem estabelecidas e podem ser formuladas 

de muitos modos equivalentes. Por exemplo, elas podem ser deduzidas lembrando que 

o comportamento de um sistema físico é completamente definido pelas leis de 

conservação.  Isto corresponde à ideia de que, durante a evolução de um fluido, certas 

propriedades, como massa, quantidade de movimento e energia, são conservadas. 

Informações adicionais necessárias são as especificações da natureza do fluido (por 

exemplo, fluido incompressível, gás perfeito, fluido viscoso, etc.) e o coeficiente de 

difusividade (MARCHUK, 1986). 

 O conceito de conservação significa que a variação do fluxo da propriedade 

que se conserva no interior de um dado volume, deve-se ao efeito pontual de algumas 

fontes internas e ao saldo dos fluxos através da fronteira (OMETTO, 1976). Este saldo 

é chamado de fluxo, e sua expressão resulta das propriedades mecânicas e 

termodinâmicas do fluido. Semelhantemente, as fontes ligadas ao fluxo também são 

assumidas como conhecidas a partir da discretização espacial. Os fluxos e as fontes 

são, em geral, dependentes das coordenadas espaço-tempo, assim como do movimento 

do fluido. 

 Para estabelecer o modelo conceitual do processo do fluxo, consideremos um 

domínio horizontal (cf. figura 2), fixado acima da superfície e destacamos um 

elemento de área de dimensões x  y. Consideremos, ainda, que estamos 

interessados em descrever o comportamento de um grupo de moléculas de CO2 que 

tenha sido injetado neste elemento de área por algum processo natural (proveniente do 

solo ou pela ação do vento). Se considerarmos que o fornecimento é constante, então, 

a diferença da concentração de CO2 de um ponto a outro será afetada, principalmente, 

por um gradiente de concentração, pelo transporte ocasionado pelo vento e pela perda 

de algumas parcelas para a atmosfera adjacente (Figura 3), a fonte adotada será 

considerada sobre uma parcela do domínio, aproximada por uma função do tipo 

periódica. 
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Figura 3: Elemento de área e principais fluxos de massa a ele relacionados (ODI, 

2005) 

 

2.1.2 Formulação Analítica do Modelo 

  

 O modelo conceitual permite que se equacione analiticamente os fluxos. 

Denominando de C(x,y,t) a concentração de CO2 num ponto do domínio (Ω R2) 

então, a variação da concentração neste ponto, em um dado instante t (0, T], deverá 

considerar todos os fluxos em conjunto. A interpretação de como cada componente do 

fluxo total age no processo de transporte e como interfere na concentração é que 

conduz a formulação do modelo matemático.  

 Os fluxos relevantes são gerados a partir de duas contribuições: uma devido 

ao transporte advectivo do fluido e outra devido à difusão dada pelo movimento 

molecular, que sempre está presente. Então, a equação que rege o processo deve 

obedecer a formulação genérica dada a seguir, a qual representa uma generalização do 

modelo procurado: 

 

C
= {difusão} {transporte do meio} {degradação}+ fonte

t


  



            

2-1 
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 Trata-se de uma equação diferencial parcial, denominada de difusão-

advecção-reação, que tem origem nas leis de conservação das massas (BASSANEZI e 

FERREIRA Jr., 1988).  

 Se considerarmos aceitável este modelo, resta investigar se, a partir da 

equação genérica acima, podemos atingir uma formulação adequada que represente os 

fenômenos mais relevantes envolvidos. Assim, é necessário especificar analiticamente 

os fluxos, a fonte e as condições de fronteira. Para tanto, considera-se  que o efeito do 

movimento molecular expressa a tendência de um fluido em alcançar o equilíbrio e a 

uniformidade, já a diferença na magnitude do fluxo da propriedade extensiva que está 

sendo considerada gera sua transferência no espaço de forma a reduzir a não 

homogeneidade, ou seja, existe um fluxo de matéria das regiões de maior concentração 

para as de menor. A contribuição dessa componente do fluxo age como um efeito 

difusivo do próprio gradiente da concentração, com sinal trocado div( -α(x,y,t) C), 

em que α serve como parâmetro de intensidade. Quanto maior o seu valor, mais 

facilmente a matéria se desloca e, conseqüentemente, maior o fluxo na direção de -

C (CANTÃO, 1988). 

 O outro fluxo refere-se ao transporte advectivo, proporcionado por um agente 

de movimento externo. Seja então V  1 2( , , ), ( , , )V x y t V x y t  um campo de velocidade, 

que será considerado como conservativo nesta abordagem. Neste caso, a 

movimentação se dá na mesma direção do campo de velocidade e a quantidade movida 

é a própria concentração no ponto. Assim, teremos esse fluxo como div VC 
 

. 

 A degradação será considerada proporcional à própria concentração no ponto, 

podendo ser caracterizada por captura de moléculas pela superfície do solo, das plantas 

e reações químicas ocorrentes na atmosfera. 

 Em termos de modelagem clássica destes fenômenos, tem-se: 
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   

 

 

difusão = div (cf . OKUBO, 1980)

transporte advectivo = div (cf . EDELSTEIN- KESHET, 1988)

degradação =                      (cf . BASSANEZI e FERREIRA, 1988)

C

VC

C





 

 
 

 

 A modelagem do termo fonte deve considerar uma superfície livre de água. 

Dada a irregularidade da geografia das baías, a fonte será estabelecida a partir da 

discretização espacial, considerando a presença de pontos de contribuição. O que será 

discutido no capítulo que trata da discretização espacial pelo método dos elementos 

finitos. 

 Assim, a equação adotada para modelar o processo do fluxo de CO2 no 

domínio estabelecido será dada por: 

( ) ( C)
C

div C div V C f
t

 


     
                                               

(2-2) 

onde,  

 1 2

( , , ), aproxima a difusividade efetiva no meio aéreo;

( , , ); ( , , ) com 0,  aproxima um campo bem comportado no sentido do fluxo aéreo;

,  aproxima linearmente a degradação total no 

x y t

V V x y t V x y t div V

 





 

meio aéreo e

,  é o termo fontef

 Seja o vetor normal exterior unitário ao longo da fronteira Γ0. As condições 

de contorno serão:  

 
0

0,
C

von Neumann





 


                                                            

(2-3) 

Esta condição simplificadora significa dizer que a entrada e saída de CO2 no domínio, 

ao longo desta fronteira, se anulam de modo que o balanço de entrada e saída na 

fronteira do domínio seja nulo (condição assintoticamente estável). 

 Nas outras fronteiras, as condições de contorno adotadas serão: 
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 ( , ),

i

C
C x y Robin 





 


                                                

(2-4) 

Por fim, a condição inicial do problema será considerada como 

0( , ,0) ( , )C x y C x y
                                                                 

(2-5) 

 Essas equações (2-2, 2-5) constituem a formulação clássica ou “forte” do 

problema. Conforme assinalado anteriormente, nem sempre é fácil ou possível obter a 

solução analítica do problema. Para o caso em estudo, não perseguiremos a solução 

exata, mas uma aproximação via métodos numéricos, assunto que nos deteremos no 

capítulo seguinte.  

 Tendo em vista a necessidade de demonstrar e obter, de algum modo, a 

existência e unicidade da solução do problema e visando a aplicação do Método de 

Elementos Finitos (MEF), via método de Galerkin para discretização espacial, de 

modo a obter as aproximações numéricas adequadas da solução para cada instante 

t(0,T], faz-se necessário a obtenção da formulação variacional ou “fraca” do 

problema, que será feita no próximo capítulo. Além disso, serão apresentadas a 

descrição do MEF e a discretização da formulação variacional para o problema do 

fluxo de CO2 em um domínio retangular. 
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3 MÉTODO DE APROXIMAÇÃO DA SOLUÇÃO 
 

Neste capítulo será desenvolvida a formulação variacional do problema (2-2 a 2-5), 

apresentado no capítulo anterior em sua formulação clássica. 

 

3.1 CONCEITOS BÁSICOS DE ANÁLISE FUNCIONAL 
 

A formulação clássica ou forte exige condições de regularidade analítica que 

problemas ambientais simplesmente não têm. 

Além disto, as geometrias envolvidas eliminam, com as ferramentas de que 

dispomos hoje, a possibilidade de exibir qual  é a solução analítica C(x, y, t). Isto nos 

leva naturalmente a métodos de aproximação cujos instrumentos também não têm as 

exigências de regularidade que a formulação forte exige. 

A opção  natural é a formulação variacional ou fraca em que as necessidades 

exigidas de regularidade são sensivelmente menos restritivas, devido ao uso de 

derivadas no sentido de distribuições e de integrais de Lebesgue, (BARTLE, 1995). 

Uma observação pertinente é a de que se houver solução do problema na 

formulação 2.2 esta será, também, a solução do problema na concepção variacional. 

 O processo para obtenção da formulação variacional (ou fraca) para o problema 

consiste em considerar as derivadas da formulação clássica no sentido das 

distribuições e multiplicar cada termo da equação 2-2 por uma função v, denominada 

função teste (MEYER e DINIZ, 2004), sendo esta pertencente a um sub-espaço 

conveniente de: 

1 2 2( ) ( , ) ( , ) : ( )
v v

H v x y L x y e L
x y

  
     

  
, que será denotado por v, 

caracterizado a seguir, em que vL2(Ω) se, e somente se, 2v d


  , ou seja L2(Ω) 

é o espaço das funções de quadrado integrável no sentido de Lebesgue (BARTLE, 

1995). 
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3.2  FORMULAÇÃO VARIACIONAL 
 

A formulação variacional do problema é obtida por meio da integração 

resultante, no sentido Lebesgue, sobre o domínio Ω, apresentada na secção anterior. 

Passando da formulação clássica para a formulação variacional, ampliamos a classe 

das funções admissíveis para a solução do problema. 

 Aplicando-se condições de contorno apresentadas pelas equações 2-3 e 2-4, e 

considerando o termo fonte homogêneo sobre parte do domínio Ω, num primeiro 

momento, e, ao se considerar também a densidade do ar constante na faixa horizontal 

do domínio, permite-se uma aproximação do coeficiente de difusão α, nas equações 2-

2, 2-3 e 2-4, como constante no domínio considerado. Para obter a formulação 

variacional, faremos: 

1 – Multiplicação de ambos os termos da equação 2-2 por uma função teste não nula 

φ, dai, termos 

1 2

C C C
C V V C f

t x y
       

  
      

  
                                              (3-1) 

2 – Integração de todos os membros no sentido de Lebesgue 

1 2

C C C
d C d V d V d C d f d

t x y
             

     

  
     

        (3-2) 

3 –Usando a primeira identidade de Green (IÓRIO, 1988) e as condições de contorno 

2-3 e 2-4 

( . )
C

C d C d d        


  


     

    

Daí 

1 2

C C C
d C d V d V d C d f d

t x y
             

     

  
       

        (3-3) 

Usando as notações de produto interno dados por (𝑢|𝑣) =  ∬ 𝑢𝑣𝑑
Ω

, teremos 
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     1 2 0, 0,
0, 0, 0,

C C C
C V V C f

t x y
       

 
  

      
          

       
(3-4) 

Ao considerar, também, o decaimento global 𝜎 constante e que as componentes 

advectivas sejam definidas por 1 2cos  e V V V Vsen   , sendo V a velocidade do 

vento e 𝜃 o ângulo da direção do vento, orientado no sentido anti-horário a partir do 

eixo  Leste, o que determina as projeções da velocidade nas direções correspondentes 

aos eixos x e y, respectivamente. A equação (3-4) poderá ser escrita na forma: 

     
0, 0,

0, 0, 0,

cos
C C C

C V Vsen C f
t x y
         

 
  

      
          

       

   (3-5) 

, (0,T].      V t     

 É importante observar que em (3-5), aparecem apenas as derivadas de primeira 

ordem, no sentido de distribuições,da solução C(x, y, t), enquanto na equação 2-2, 

aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido clássico. 

 Desta forma, passando da formulação clássica (2-2, 2-5) para a formulação 

variacional (3-5), são enfraquecidas as hipóteses de regularidade da solução, o que 

proporciona um aumento da classe de funções para as quais o problema faz sentido. 

 Além disso, na formulação variacional, a demonstração de existência e 

unicidade da solução fraca, cuja demonstração será tratada na próxima seção, se torna 

bem mais simples e, agora, viável em comparação com a demonstração para a solução 

clássica. 

 

3.3 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DA SOLUÇÃO 

 

A fim de utilizar métodos de aproximação da solução analítica da equação 

(3.5), antes de tudo, é necessário garantir a existência e unicidade da solução 

procurada. Para tal, será utilizado teorema de Lions (LIONS, 1961), o qual garante a 

existência e unicidade de solução para uma classe de problemas abstratos, reescrito 

aqui de modo adequado aos objetivos deste trabalho, seguindo a analogia adotada em 

Diniz (2003). 
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  Primeiramente, agrupando os termos de (3.5) na forma abaixo e adotando a 

notação usada no citado teorema (LIONS, 1961) tem-se: 

2 2

0

, 1 1

A( , ) ( , ) ( , )ij i

i j ij i i

t A x t A x t A
x x x 

   
    

   
   

O que em (3.5), mediante as escolhas indicadas mais abaixo fornece: 

     0 00, 0,0,
0,

A( ,C) | | | ( )
C

t f v C t
t
   

 


 
   

               

(3-6) 

φV, t (0,T] 

Ou numa notação mais compacta 

0,

( ,C, ) ( )f

C
A t L

t
  



 
  

 
                                                       (3-7) 

onde, 

0 0

( ,C, ) A( ,C)

e

( ) ( )f

A t t d

L f d t C d

  

     



 



 



 

 

dadas as escolhas em (3-5) e do operador 0(t) que é o operador de Dirac que fixa a 

condição inicial. 

 Assim, seja o Teorema de Lions, enunciado a seguir: 

Teorema de Lions: Dado o conjunto aberto Ω ℝ2, considere os espaçosH1(Ω), 

H1
0(Ω) e vtais que: H1

0(Ω)v H1(Ω) para w = w(x,t) e φ =φ(x,t), seja o operador A 

dado por: 

0

, 1 1

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n

ij ij

i j ij i i

w w
A t w a x t dx a x t dx a x t w dx

x x x


  

   

  
  

  
     

Se 
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2 1

1 1

2

0

2 2 2

( )

( ) ( )

) ,  e ( (0, ]);

) ,  a função: : ( ; , ) é mensurável;

)  tal que: |A( ; , ) | || || || || , 0, ,  quase todo ponto;

) | ( ; , ) | || || || || ;

) ( )

ij i

L H

H H

f

i a a a T

ii w v t A t w

iii t w w w w w v

iv A t w M w

v L f dx

 

   

 

 



 



 

   

     





 

0 0

2 2 2

0

( ) é contínuo;

) ( , ); ( )  e ( ) ( );

w dx t

vi f L T w x L

 


 
  
 

    

 

Então existe uma função    2( , );L ( )  e : ( ,0) 0w L T w     que é solução do 

problema (3.7). 

             Como em Diniz (2003), as condições do teorema são satisfeitas pela equação 

(3-6) 

 

3.4 DISCRETIZAÇÃO DO PROBLEMA PELO MÉTODO DOS 

ELEMENTOS FINITOS 
  

Nesta seção será feita a discretização do problema variacional (3-5). Para a 

aproximação espacial via Galerkin, faremos uso de Método dos Elementos Finitos 

(ODEN, 1983; CIARLET, 2002), e, para as aproximações temporais, faremos uso do 

método de Crank-Nicolson, seguindo o procedimento adotado em Diniz (2003). 

 

3.4.1 Discretização do Modelo 
  

Como primeiro passo, para obter a discretização do modelo, por meio do MEF 

para discretização espacial, devemos considerar um  subespaço de H1(Ω), que 

denominamos  Vh gerado pelas N  funções φi (SIMMONS, 1963) – chamadas funções 

base de Vh.  Assim, toda v Vh é da forma: 

1

( ) ( , )
N

j j

j

v v t x y


                                                                                     (3-8) 

 Considerando o subespaço vhVh, a equação (3.5) pode ser reescrita na forma:   
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1

1

2

cos
N

j i
j i j j i j i

j

i
j j j i i

C
d C d V C d

t x

V sen C d C d f d
y


         


       

   



 
    

 


 

 

   

  

                (3-9) 

ou ainda, 

1 1

cos Vsen

( , , )

N N
j j j

j i j j i i i

j j

j i i

C
d C d V d d

t x y

d f x y t d

 
            

     

    



  
     

  






    

 

(3-10) 

que é uma equação diferencial ordinária para cada função teste φi. 

 O segundo passo é a discretização temporal pelo método das diferenças finitas. 

Neste caso, será usado o método de Crank-Nicolson, com diferenças centradas no 

ponto  
2

n

t
t


 , fazendo a seguinte transformação: 

1

2 2

n n

j j j

n

dC C Ct
t

dt

  
  

                                                                                     

(3-11) 

 

 

1

1
em que 

n

j j n

n

j j n

C C t

C C t




 




 

1

2 2

n n

j j

j n

C Ct
C t

  
  

                                                                                      

(3-12) 

Daí, levando (3-11) e (3-12) em (3-10), em termos matriciais, vem 

( 1) ( )n nAC BC d                                                                                    (3-3) 

onde 
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1 cos
2 2

j

ij j i j i i

j

i

t t
a d d V d

x

Vsen d
y


          


  

  

  
      

  






  


                      (3-14) 

1 cos
2 2

j

ij j i j i i

j

i

t t
b d d V d

x

Vsen d
y


          


  

  

  
      

  






  


               (3-15) 

( ) , ,
2

i n j j n i

t
d t f x y t d 



 
  

 
                                                               (3-16) 

A matriz A deste sistema de equações algébricas lineares é chamada de matriz 

de rigidez e o vetor resultante das operações ( )nBC d , para cada instante (𝑡𝑛 +
Δ𝑡

2
), 

é denominado vetor carga. 

A condição inicial é dada por 

   0 (0)

1

1,...,
N

i j j i

j

C C i N  


  
                                            (3-17)

 

A ordem das aproximações temporais é, localmente, da ordem de Δt2. 

 Em (3-13) chegamos a uma forma para a aproximação de soluções que envolve 

a criação de duas matrizes A e B, um vetor d, e a multiplicação matriz/vetor e resolução 

de sistemas lineares em cada iteração no tempo. Detalharemos agora a construção 

dessas matrizes. 

3.4.2 As Sub-matrizes de Rigidez 
 

 Cada elemento de A (ou B) corresponde a uma série de produtos internos entre 

as funções de base, ou suas derivadas. Cada φ,  global possui suporte compacto, 

abrangendo uns poucos elementos. Portanto, a primeira conclusão que extraímos desse 

fato é que os produtos internos podem ser calculados apenas no suporte das funções 

em questão. Melhor ainda: o suporte de cada φ, consiste num número finito de 
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triângulos muito bem caracterizados. Então, nossa segunda conclusão é que podemos 

calcular as integrais localmente, vasculhando cada elemento da malha e efetuando as 

operações apropriadas (esse procedimento será mais claro na seçãologo abaixo). 

 A fim de utilizarmos as definições das funções de base local criaremos uma 

transformação que leve do triangulo padrão ( K̂ ), em coordenadas (,) para um 

triangulo real qualquer (K), em coordenadas (x, y). Essa transformação é: 

1 2 1 3 1

1 2 1 3 1

( , ) ( ) ( )

( , ) (y ) (y )

x x x x x x

y y y y

   

   

    

    
                                                         

(3-18) 

de onde verificamos que  ( , ) ( , ), y( , )ii
x        , ou seja, ela leva funções 

globais em funções locais.  

 Antes de prosseguirmos, é conveniente expressarmos as derivadas das funções 

globais em função das derivadas de funções locais. Para tanto, pela regra da cadeia 

sabemos que: 

  e  i i i i i ix y x y

x y x y

     

     

        
   

         
 

 Resolvendo o sistema acima para  e i i

x y

  

 
obtemos as seguintes relações: 

1

| detJ |

1

| detJ |

i i i

i i i

y y

x

x x

y

  

   

  

   

    
  

     

    
  

                                                                 

(3-19) 

Onde J é a matriz jacobiana da transformação 

2 1 3 1

2 1 3 1

J

x x

x x x x

y y y y y y

 

 

  
      
    
      

   

, 
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o que nos leva a 2 1 3 1 3 1 2 1detJ ( )( ) ( )( )x x y y x x y y      ,  que é constante por 

elemento, dependendo apenas de suas coordenadas. 

 Explicamos agora os produtos internos constantes de (3-10). 

Caso 1:
i j

K

dydx  

Usando a transformação acima, temos, diretamente do Cálculo: 

 
(*)

, detJ detJi j i j i j

K K

dydx d d d d            
                           (3-20)

 

Caso 2: .i j

K

dydx    

Neste caso vamos abrir o produto interno dos gradientes e efetuar a substituição das 

derivadas (3.20) 
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que, devidamente distribuída, resulta em  
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ou ainda 
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com 
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O que é realmente importante observar, é que escrevemos os produtos internos 

sobre um elemento real a partir de integrais sobre o elemento padrão. Assim, as únicas 

integrais que realmente necessitam ser calculadas, são as marcadas com (*) nas 

equações (3-20 e 3-21). Estas integrais foram previamente calculadas e seus resultados 

armazenados em arquivo para uso pelo código implementado. 

3.4.3 Criação das Matrizes A e B e do Vetor d (vetor de cargas) 
 

Finalmente temos em mãos todos os elementos necessários para a criação das 

matrizese vetores envolvidos na simulação. 

 Afim de simplificar um pouco a notação, introduziremos as matrizes R, S, S, 

T e U, onde: 
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 No capítulo seguinte, apresenta-se algumas simulações de cenários e suas 

respectivas análises. 
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4 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS – RESULTADOS E 

ANÁLISES 
 

Neste capítulo, serão apresentadas algumas simulações de cenários para análise 

do fluxo de dióxido de carbono na atmosfera, de forma a testar o código numérico 

implementado e o modelo proposto. 

 

4.1 INTRODUÇÃO 
 

Com objetivo de aplicar o modelo matemático apresentado anteriormente, foram 

utilizados parâmetros nas simulações apresentadas mais adiante, tais como, coeficiente 

de difusão, velocidade e direção do vento, coeficiente de degradação, condição inicial 

e constante de decaimento, resultantes de dados levantados na literatura. No entanto, 

alguns parâmetros não foram encontrados e, assim, tiveram de ser estimados para a 

realização das simulações. 

 

4.2 SIMULAÇÃO DE CENÁRIOS 
 

Os códigos foram implementados para obtenção de interface gráfica e permitir 

a obtenção de animação que descreve o processo evolutivo do fluxo de dióxido de 

carbono para o domínio discretizado, dentro de um determinado período de tempo 

previamente escolhido (DINIZ, 2007). 

 

4.2.1 Discretização do Domínio 

 

Com base na imagem de satélite (Figura 4) foi feita uma simplificação do 

domínio (Figura 5) para a discretização e teste do código numérico. 
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Figura 4: Imagem de satélite da área de estudo. Fonte: Embrapa (2004) 

 

 

Figura 5: Domínio simplificado para discretização, usando o software livre Gmsh. 

Com base na Figura 5, foi feita a discretização do domínio para uma malha de 

elementos finitos de 1ª ordem, através do Gmsh, gerando um total de 3455 nós e 6848 

elementos triangulares (Figura 6). 
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Figura 6: Domínio discretizado por elementos triangulares 

Para a simulação dos cenários apresentados a seguir, foi gerado um código 

numérico apropriado para as aproximações, via Galerkin (discretização espacial) e 

Crank-Nicolson (discretização temporal), que facilite a visualização gráfica dos 

cenários.  

Os parâmetros do modelo matemático utilizados para gerar as simulações dos 

cenários são os que se encontram na Tabela 1. 

Tabela 1: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 1 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 1,8 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

C 0,5 g/m2h  /4392 Radiano 

Nas simulações para os 4 cenários foi usado o mesmo valor para t = 0,1098 

horas e em cada cenário mudou-se a direção e a velocidade do vento conforme 

indicado nas tabelas de parâmetros de cada cenário, e as simulações foram 

geradas para um intervalo de tempo de 6 meses, cujas condições do termo fonte se 

referem ao período de janeiro a junho que, no Pantanal Mato-grossense,  corresponde 

ao período 
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de transição de cheia para vazante. Alguns pontos foram escolhidos para acompanhar 

a evolução da concentração de CO2, conforme figura 7. A escolha destes pontos 

particulares é devida a sua localização estratégica: os pontos 160 e 1000 ficam regiões 

afastadas do lago, onde há presença de vegetação. O ponto 300, nas bordas de uma 

superfície alagada e o ponto 2100, em uma superfície de alagamento permanente.  

 

 

Figura 7: Localização destacados nos cenários considerados. 

 

4.2.2 Escolha dos Termos Fontes: 
 

Considerando os valores de fluxo de CO2 apresentados no quadro 1, tendo 

como parâmetros Cmáx, o valor máximo da concentração de CO2, Cmin, o valor mínimo 

da concentração de CO2, com 
max min

med
2

C C
C


  e a fonte de CO2 do solo periódica, 

com ciclo de 6 meses, o que resultou no período ω = π /4392. 

 Além disso, para a amplitude da variação da função periódica que modela o 

termo fonte, foi usado o valor Cmax – Cmin. Daí, o termo fonte, f(xi, yj, t) ser dado por:  

max min
med( , , ) cos( )

2
i j n

C C
f x y t C t

 
  

 
 

Para os nós (xi, yj) que se encontram fora das áreas alagadas. Este é o termo 

fonte que aparece nos cálculos do vetor d, da equação discretizada (3-14). 
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4.2.3 Simulação do Primeiro Cenário: 

 

Neste cenário, foi considerado o vento de SO para NE ( = /4), cujos 

parâmetros do modelo matemático, para gerar as simulações, são apresentados na 

tabela 1 a seguir. 

Tabela 1: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 1 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 1,8 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

Cmin 0,01 g/m2h  /4392 Radiano 

 

 Na Figura 8, é apresentada a distribuição do CO2 sobre o domínio para 4 

instantes de tempo conforme indicado em cada gráfico da figura. Entre t = 0 e t = 91 

dias (t = 0 e t = 2196 horas), observa-se um aumento na distribuição de CO2 na região 

próxima ao lago, esse aumento é justificado pelo aumento da umidade do solo já que 

esse período corresponde a estação de cheia no Pantanal. A umidade do solo exerce 

grande influência na emissão de CO2 do solo, pois interfere em suas características 

físicas e biológicas (ROSS, 1989). Em região muito úmida, a água drenada para o solo 

também força a saída de CO2 presente nos poros e que, por meio do processo de 

difusão, é emitido para atmosfera (SOTTA,2004; MAZINI, 2002; CASTOR E 

KAUFFMAN, 1998). No tempo t = 183 dias (t = 4392 horas), que corresponde ao 

período de vazante no Pantanal, diminui a umidade do solo e, consequentemente, 

diminui o desenvolvimento da atividade microbiana diminuindo, assim, 

significadamente a concentração de CO2. 
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Figura 8: Simulação do cenário 1 para 4 instantes de tempo. 

A figura 9 apresenta o processo evolutivo de concentração de CO2 em 4 nós 

distintos, ao longo das iterações. 

 

Figura 9: Concentração de CO2 em 4 nós do domínio, para o cenário 1 
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Nos nós 160 e 1000 (regiões afastadas do lago) observam-se concentrações de 

CO2 que sofrem um aumento muito pequeno, o que mostra que o efeito de transporte 

pelo vento é relevante. Com a concentração tendendo a deslocar-se para fora do 

domínio, predominando uma dispersão horizontal. 

No nó 300 (próximo ao lago), percebe-se um maior nível de concentração, 

comparado, em torno de 2,0 g/m2h, tendo o ponto máximo de concentração nas 

primeiras 1000 horas (41 dias), que corresponde justamente ao período de cheia, 

quando a umidade do solo é maior. A partir daí tende a se estabilizar em 0,5 g/m2h, 

que é a concentração média de CO2 da região.   

Observando o comportamento da concentração no nó 2100 (superfície 

alagada), observa-se uma pequena concentração de CO2 , bem próximo de 0, pelo fato 

da não existência de fonte em superfícies alagadas. O alto conteúdo de água do solo 

dessa região provoca um efeito físico de real como impedimento da passagem de CO2 

até atingir a interface solo-atmosfera (BRANDÃO, 2012). 

 

4.2.4 Simulação do Segundo Cenário: 
 

Este cenário simula a condição do vento de NO para SE ( = -/4), cujos 

parâmetros adotados são os mesmos da tabela 2, sem nenhuma alteração em relação a 

tabela 1, apenas a direção do vento . 

Tabela 2: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 2 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 1,8 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

Cmin 0,01 g/m2h  /4392 Radiano 

 

 

 Na figura 10, é apresentada a distribuição do CO2 sobre o domínio para 4 

instantes de tempo: t = 0, t = 1098 h, t = 2196 h e t = 4392 h, conforme indicado em 

cada gráfico da figura. Nos quatro tempos, como no primeiro cenário, observou-se o 
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mesmo comportamento de aumento da concentração em t = 1098 horas (45 dias), 

período de cheia onde a umidade do solo é maior.  

 

Figura 10: Simulação do cenário 2 para 4 instantes de tempo. 

 

A Figura 11 apresenta o processo evolutivo de concentração de CO2 em 4 nós 

distintos, ao longo das iterações, para o cenário 2. 

 

Figura 11:  Concentração de CO2 em 4 nós do domínio, para o cenário 2. 

 



  38 

 

Neste cenário, observa-se, também um aumento na concentração de CO2 no nó 

300. A maior concentração ocorre entre t = 0 e t = 500 horas (20 dias) e o pico de 

concentração fica em torno de 1,8 g/m2h, um pouco menor que no cenário 1, que ficou 

acima de 2 g/m2h. Isso indica que nessa direção o vento atua mais, dispersando a 

concentração que, também, tende a estabilizar em 0,5 g/m2h.    

Nos nós 160 e 1000, observa-se uma pequena concentração, indicando que os 

efeitos da advecção são muito pequenas nessa região. No nó 2100, o aumento de 

concentração é mínimo por se tratar de uma região alagada, o pouco aumento de CO2 

que ocorre nessa região é devido a ação do vento.  

 

4.2.5 Simulação do Terceiro Cenário: 
 

Neste cenário, é feita a simulação para a situação do vento de SE para NO ( = 

3/4), cujos parâmetros do modelo matemático para gerar as simulações, são 

apresentados na tabela 3 a seguir. 

Tabela 3: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 3 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 3,6 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

Cmin 0,01 g/m2h  /4392 Radiano 

 

A figura 12, apresentada a distribuição do CO2 sobre o domínio para 4 instantes 

de tempo conforme indicado em cada gráfico da figura. Observa-se neste cenário, o 

esperado aumento na concentração de CO2 no período de cheia, com a máxima 

concentração em t = 1098 horas, aumento esse devido ao aumento da umidade do solo. 

A diminuição na concentração ocorre em t = 4392 horas, que se trata do período de 

vazante, período em que o solo se torna menos úmido. 



  39 

 

 

Figura 12: Simulação do cenário 3 para 4 instantes de tempo. 

 

A Figura 13 apresenta o processo evolutivo da concentração de CO2 em 4 nós 

distintos, ao longo das iterações, para o cenário 3. 

 

Figura 13: Concentração de CO2 em 4 nós do domínio, para o cenário 3. 

Com o vento na direção  = 3/4, o ponto na margem do lago tem o ponto 

máximo de concentração em torno de  0,7 g/m2h, muito menor que no cenário 1 e 2. 

O nó 2100, que nos dois primeiros cenários apresentou concentração baixa, aqui sofreu 

um aumento maior. O comportamento na distribuição de CO2 nos nós 300 e 2100 

configura que o aumento da velocidade do vento, de 1,8 m/h para 3,6 m/h,  não permite 

que a concentração ser muito grande na área úmida, e na área alagada, o aumento  
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ocorre, unicamente, pela ação do vento. Um aumento significativo ainda não é 

observado nos nós 160 e 1000, assim como no cenário 1 2e 2.  

 

4.2.6 Simulação do Quarto Cenário: 
 

Para este cenário, a simulação foi feita agora com vento de NE para SO ( = -

3/4). Nesta nova situação, os parâmetros utilizados foram são apresentados tabela 4.  

Tabela 4: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 4 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 7,2 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

Cmin 0,01 g/m2h  /4392 Radiano 

 

Na Figura 14, é apresentada a distribuição do CO2 sobre o domínio para 4 

instantes de tempo conforme indicado em cada gráfico da figura. Ainda foi 

apresentado o comportamento de aumento de concentração no período de cheia e 

diminuição no período de vazante. Mas, com uma velocidade de 7,2 m/h, observa-se 

uma concentração menor em t = 1098 horas.  

 

Figura 14: Simulação do cenário 4 para 4 instantes de tempo. 
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A Figura 14 apresenta o processo evolutivo de concentração de CO2 em 4 nós distintos, 

ao longo das iterações, para o cenário 4. 

 

Figura 15: Concentração de CO2 em 4 nós do domínio, para o cenário 4. 

O quarto cenário mostra um aumento de concentração no nó 300, com pico em 

torno de 1,3 g/m2h, tendendo a estabilizar em t = 4392 horas. Os efeitos da advcção 

provoca um aumento na concentração na área alagada (nó 2100) e nas áreas afastadas 

do lago (nós 160 e 1000).  

 

4.2.7 Simulação do Quinto Cenário: 
 

Para este cenário, a simulação foi feita agora com vento de O para L ( = 0). 

Neste último cenário, os parâmetros utilizados são apresentados na tabela 5.  

Tabela 5: Parâmetros adotados para as simulações do cenário 5 

Parâmetro Valor Unidade Parâmetro Valor Unidade 

 0,012 m2/h V 10,0 m/h 

 0,015 h-1  0,0 m/h 

Cmin 0,01 g/m2h  /4392 Radiano 
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Na Figura 16, é apresentada a distribuição do CO2 sobre o domínio para 4 

instantes de tempo conforme indicado em cada gráfico da figura. A velocidade do 

vento é de 10,0 m/h. Ainda observa-se  aumento de concentração no período de cheia 

e diminuição no período de vazante. Mas, com uma velocidade de 7,2 m/h, observa-se 

uma concentração menor em t = 1098 horas.  

 

Figura 16: Simulação do cenário 5 para 4 instantes de tempo. 

 

A figura 17 apresenta o processo evolutivo de concentração de CO2 em 4 nós distintos, 

ao longo das iterações, para o cenário 5. 

 

Figura 17: Concentração de CO2 em 4 nós do domínio, para o cenário 5. 
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O quarto cenário mostra um aumento de concentração no nó 300, com pico em 

torno de 1 g/m2h, tendendo a estabilizar em t = 4392 horas. O aumento, também é 

obervado na região alagada (nó 2100), esse aumento é atribuido aos efeitos da 

adevcção.  

 

4.2.8 Analise dos Resultados 

 

 

 O modelo matemático foi obtido com base em elementos clássicos da literatura. 

 A formulação variacional obtida teve garantida a existência e unicidade da 

solução fraca. 

 Nas simulações, a malha é grosseira, o que, pelas características inerentes ao 

modelo, diminui a estabilidade numérica dos resultados. 

 A linha da margem natural do lago é bastante irregular. A análise dos gráficos, 

em todos os cenários, revela que essa irregularidade dá origem ao aumento ou 

diminuição da concentração de dióxido de carbono, devido ao período de enchente ou 

vazante. Podemos interpretar este fenômeno, como no caso real, como sendo resultante 

do processo natural do aumento da umidade do solo na região mais próxima do lago, 

a concentração de dióxido de carbono é maior. 

  

CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

A investigação de fluxo de dióxido de carbono em uma área alagada do Pantanal 

matogrossensse pelo Método dos Elementos Finitos via Galerkin (discretização 

espacial) e Crank-Nicolson (discretização temporal) é uma contribuição original do 

trabalho. A aplicação destas técnicas está em plena ascensão e novas propostas 

técnicas vêm sendo desenvolvidas atualmente. 

Considerando que isto pode revelar uma dificuldade em avaliar o modelo proposto 

e os resultados alcançados. Esta dificuldade nos motiva a prosseguirmos as 

investigações, de modo a estabelecer critérios de implementação mais rigorosos do 

ponto de vista da análise numérica, bem como uma abordagem enriquecida com 

parâmetros experimentais. 
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 A modelagem ambiental com o aporte das ferramentas aplicadas no presente 

trabalho adquire novas características e possibilidades de abordagem na avaliação de 

alterações ambientais provocadas pelas atividades decorrentes do uso e mudanças no 

uso do solo. A técnica mostrou-se muito robusta e estudos ambientais poderão ser 

estabelecidos e podem trazer avanços significativos no estudo e análise de impactos 

devidos, por exemplo, ao desflorestamento de uma região, bem como dos fluxos de 

matéria e energia nos mais diversos sistemas ambientais. 

 Este trabalho contribui de forma efetiva para a avaliação dos fluxos de dióxido 

de carbono na região do Pantanal, cujas simulações permitem estudar possíveis 

impactos no micro-clima da região, por meio da introdução de campos reais de ventos 

para a região a ser estudada. 

 Sob esta ótica, vislumbramos algumas possibilidades de abordagens para 

trabalhos futuros no sentido de aprimorar o programa apresentado: 

i) Inserção de um mapa de ventos da região, carregado externamente, o que 

não exige alteração do programa desenvolvido; 

ii) Inserção de parâmetros experimentais de variáveis climáticas e de 

concentração de dióxido de carbono no solo, determinantes no fenômeno 

de fluxo CO2; 

iii) Investigar o transporte de dióxido de carbono para camadas superiores da 

atmosfera pelo fenômeno da difusão turbulenta, dando assim um 

tratamento tridimensional ao problema. 

A continuidade do trabalho certamente trará uma melhor compreensão dos 

fenômenos atmosféricos e das características da circulação geral da atmosfera, bem 

como sua relação com as atuais alterações no clima que poderão ser incorporadas ao 

presente estudo. 
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APÊNDICE 
 

1 CÓDIGOS FONTE  

 

Neste apêndice, são apresentados os códigos numéricos utilizados na implementação 

do teste de simulação computacional escolhido para as aproximações da solução do 

problema. 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% Simulação do cenário 1 para dispersão de CO2 no pantanal 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
%                      PARAMETROS                     % 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
clear all; t0=cputime; %format long; 
% 
% parâmetros do modelo 
% 
a  = 0.012;                            % coeficiente difusivo 
s  = 1.5e-2;                           % coeficiente de degradação 
V  = 1.8;                              % velocidade do vento 
tet= pi/4;                             % direção do vento 
c_m= 0.5;                              % fonte de CO_2 media 
Ap = (0.9-0.35);                       % amplitude da fonte de C0_2 
w  = pi/4392;                          % período do ciclo anual 
b  = 0.0;                              % permeabilidade em Gama 1 e 2 
% 
% malha do dominio (gerada pelo gmsh) 
% 
load malha_3455.mat;                   % matriz malha dos elementos finitos indicando a 
superficie 
load nos_3455.mat;                     % matriz de coordenadas dos nós 
load front2.mat;                       % vetor de nós nas froteiras Gama 1 e 2 
load malha_3455a.mat;                  % matriz malha - só os nós 
ntr = length(malha_3455a);             % calculo do nº de elementos da malha 
ntn = length(nos_3455);                % calculo do nº de nós da malha 
tfinal=4392;                           % atribuição do instante final 
itmax =40000;                          % nº máximo de iteraçoes no tempo 
xmax = max(nos_3455(:,1));             % cálculo do valor máximo em no eixo x  
ymax = max(nos_3455(:,2));             % cálculo do valor máximo no eixo y 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
% calculo dos parametros da discretizacao 
% 
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dt = tfinal/itmax; 
mdt = dt/2; 
% 
% preparacao dos parametros que independem das coordenadas 
% 
tt  = [dt:dt:tfinal];         % vetor tempo (horas) 
c1 = mdt*s;                   % coef. aux (fi-j | fi-i) 
c2 = mdt*a;                   % coef. (grad fi-j | grad fi-i) 
Vx = mdt*V*cos(tet);          % coef. (d fi-j/dx | fi-i) 
Vy = mdt*V*sin(tet);          % coef. (d fi-j/dy | fi-i) 
stm=(1+c1);                   % coef. a esq (fi-j | fi-i) 
stn=(1-c1);                   % coef. a dir (fi-j | fi-i) 
% 
% submatrizes de rigidez 
% 
% (fi-j)*(fi-i) 
% 
mfi=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24 1/12]; 
% 
%   submatrizes nas fronteiras Gama 1 e Gama 2 
% 
mfo=[1/3 1/6; 1/6 1/3]; 
% 
% montagem das matrizes do sistema  
%  
A = sparse(ntn,ntn); 
B = sparse(ntn,ntn); 
d = zeros(ntn,1); 
u = zeros(ntn,1); 
x=zeros(3); 
y=x; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
for itr=1:ntr 
    for il=1:3 
       ig = malha_3455a(itr,il); 
       x(il)=nos_3455(ig,1); 
       y(il)=nos_3455(ig,2); 
    end 
    jac = det([(x(2)-x(1)) (x(3)-x(1));(y(2)-y(1)) (y(3)-y(1))]); 
    s   = abs(jac); 
% 
%   calculo das entradas p\ submatrizes restantes  
% 
    dfdx(1)=y(2)-y(3); dfdy(1)=x(3)-x(2); 
    dfdx(2)=y(3)-y(1); dfdy(2)=x(1)-x(3); 
    dfdx(3)=y(1)-y(2); dfdy(3)=x(2)-x(1); 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (grad fi_i | grad fi_j) 
% 
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    gra1 = [(dfdx(1)^2) (dfdx(1)*dfdx(2)) (dfdx(1)*dfdx(3));(dfdx(2)*dfdx(1)) (dfdx(2)^2) 
(dfdx(2)*dfdx(3));(dfdx(3)*dfdx(1)) (dfdx(3)*dfdx(2)) (dfdx(3)^2)]; 
    gra2 = [(dfdy(1)^2) (dfdy(1)*dfdy(2)) (dfdy(1)*dfdy(3));(dfdy(2)*dfdy(1)) (dfdy(2)^2) 
(dfdy(2)*dfdy(3));(dfdy(3)*dfdy(1)) (dfdy(3)*dfdy(2)) (dfdy(3)^2)]; 
    mgf  = gra1 + gra2; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dx | fi-i) 
% 
    mdx  = [dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3)]; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dy | fi-i) 
% 
    mdy  = [dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3)]; 
% 
% 
    for il=1:3 
        ig = malha_3455a(itr,il); 
        for jl=1:3 
            jg = malha_3455a(itr,jl); 
            soma =(c2/s)*mgf(il,jl) + (Vx*mdx(il,jl) + Vy*mdy(il,jl))*s*mdt/(6*jac); 
            A(ig,jg) = A(ig,jg)+stm*s*mfi(il,jl)+soma; 
            B(ig,jg) = B(ig,jg)+stn*s*mfi(il,jl)-soma; 
        end 
    end 
end 
u0 = zeros(ntn,1); 
% 
%    Condicao inicial (distribuição de CO_2 sobre o domínio em t = 0) 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           u0(ig1) = 0.01; 
           u0(ig2) = u0(ig1); 
           u0(ig3) = u0(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Resolucao iterativa do sistema 
% 
p1=zeros(itmax,1); 
p2=zeros(itmax,1); 
p3=zeros(itmax,1); 
p4=zeros(itmax,1); 
t = 0; 
% 
%   montagem do grafico para a condição inicial e dos nós separados 
% 
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fig=figure; 
       subplot(2,2,1) 
       trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 0'), set(gca, 
'CLim', [-0.001, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
for it = 1:itmax 
    p1(it)=u(160); 
    p2(it)=u(300); 
    p3(it)=u(1000); 
    p4(it)=u(2100); 
% 
%  montando a fonte em d para os nós do solo 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           d(ig1) = dt*(c_m+(Ap/2)*cos(w*t)); 
           d(ig2) = d(ig1); 
           d(ig3) = d(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Entrada/Saida nas fronteiras Gama 1 e 2 
% 
    ntf = length(front2); 
    for itrlf=front2(1):front2(ntf); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            x(ilocal)=nos_3455(ig,1); 
            y(ilocal)=nos_3455(ig,2); 
        end 
        jac2 = sqrt((x(2)-x(1))*(x(2)-x(1))+(y(2)-y(1))*(y(2)-y(1))); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            for jlocal=1:2; 
                s0 = mdt*jac2*b*mfo(ilocal,jlocal); 
            end 
            d(ig) = d(ig)+s0; 
        end 
    end 
% 
%       Efetuando as operações do lado direito 
% 
    dir=B*u0 + d; 
% 
%       Resolvendo o sistema linear e atualizando valores 
% 
    u=A\dir; 
    u0=u; 



  53 

 

    t = t + dt; 
    % 
    %   construção dos gráficos para os instantes de tempos selecionados 
    % 
    if it==10000 
        subplot(2,2,2) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 1098 
horas'),set(gca,'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==20000 
        subplot(2,2,3) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 2196 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==40000 
        subplot(2,2,4) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 4392 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
end 
figure(2) 
subplot(2,2,1) 
plot(tt,p3),title('nó 160'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,2) 
plot(tt,p2),title('nó 300'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,3) 
plot(tt,p1),title('nó 1000'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,4) 
plot(tt,p4),title('nó 2100'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
e=cputime-t0; 
disp('tempo'); 
disp(e); 
 
% 
% Simulação do cenário 2 para dispersão de CO2 no pantanal 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
%                      PARAMETROS                     % 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
clear all; t0=cputime; %format long; 
% 
% parâmetros do modelo 
% 
a  = 0.012;                            % coeficiente difusivo 
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s  = 1.5e-2;                           % coeficiente de degradação 
V  = 1.8;                              % velocidade do vento 
tet= -pi/4;                            % direção do vento 
c_m= 0.5;                              % fonte de CO_2 media 
Ap = (0.9-0.35);                       % amplitude da fonte de C0_2 
w  = pi/4392;                          % período do ciclo anual 
b  = 0.0;                              % permeabilidade em Gama 1 e 2 
% 
% malha do dominio (gerada pelo gmsh) 
% 
load malha_3455.mat;                   % matriz malha dos elementos finitos indicando a 
superficie 
load nos_3455.mat;                     % matriz de coordenadas dos nós 
load front2.mat;                       % vetor de nós nas froteiras Gama 1 e 2 
load malha_3455a.mat;                  % matriz malha - só os nós 
ntr = length(malha_3455a);             % calculo do nº de elementos da malha 
ntn = length(nos_3455);                % calculo do nº de nós da malha 
tfinal=4392;                           % atribuição do instante final 
itmax =40000;                          % nº máximo de iteraçoes no tempo 
xmax = max(nos_3455(:,1));             % cálculo do valor máximo em no eixo x  
ymax = max(nos_3455(:,2));             % cálculo do valor máximo no eixo y 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
% calculo dos parametros da discretizacao 
% 
dt = tfinal/itmax; 
mdt = dt/2; 
% 
% preparacao dos parametros que independem das coordenadas 
% 
tt  = [dt:dt:tfinal];         % vetor tempo (horas) 
c1 = mdt*s;                   % coef. aux (fi-j | fi-i) 
c2 = mdt*a;                   % coef. (grad fi-j | grad fi-i) 
Vx = mdt*V*cos(tet);          % coef. (d fi-j/dx | fi-i) 
Vy = mdt*V*sin(tet);          % coef. (d fi-j/dy | fi-i) 
stm=(1+c1);                   % coef. a esq (fi-j | fi-i) 
stn=(1-c1);                   % coef. a dir (fi-j | fi-i) 
% 
% submatrizes de rigidez 
% 
% (fi-j)*(fi-i) 
% 
mfi=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24 1/12]; 
% 
%   submatrizes nas fronteiras Gama 1 e Gama 2 
% 
mfo=[1/3 1/6; 1/6 1/3]; 
% 
% montagem das matrizes do sistema  
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%  
A = sparse(ntn,ntn); 
B = sparse(ntn,ntn); 
d = zeros(ntn,1); 
u = zeros(ntn,1); 
x=zeros(3); 
y=x; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
for itr=1:ntr 
    for il=1:3 
       ig = malha_3455a(itr,il); 
       x(il)=nos_3455(ig,1); 
       y(il)=nos_3455(ig,2); 
    end 
    jac = det([(x(2)-x(1)) (x(3)-x(1));(y(2)-y(1)) (y(3)-y(1))]); 
    s   = abs(jac); 
% 
%   calculo das entradas p\ submatrizes restantes  
% 
    dfdx(1)=y(2)-y(3); dfdy(1)=x(3)-x(2); 
    dfdx(2)=y(3)-y(1); dfdy(2)=x(1)-x(3); 
    dfdx(3)=y(1)-y(2); dfdy(3)=x(2)-x(1); 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (grad fi_i | grad fi_j) 
% 
    gra1 = [(dfdx(1)^2) (dfdx(1)*dfdx(2)) (dfdx(1)*dfdx(3));(dfdx(2)*dfdx(1)) (dfdx(2)^2) 
(dfdx(2)*dfdx(3));(dfdx(3)*dfdx(1)) (dfdx(3)*dfdx(2)) (dfdx(3)^2)]; 
    gra2 = [(dfdy(1)^2) (dfdy(1)*dfdy(2)) (dfdy(1)*dfdy(3));(dfdy(2)*dfdy(1)) (dfdy(2)^2) 
(dfdy(2)*dfdy(3));(dfdy(3)*dfdy(1)) (dfdy(3)*dfdy(2)) (dfdy(3)^2)]; 
    mgf  = gra1 + gra2; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dx | fi-i) 
% 
    mdx  = [dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3)]; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dy | fi-i) 
% 
    mdy  = [dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3)]; 
% 
% 
    for il=1:3 
        ig = malha_3455a(itr,il); 
        for jl=1:3 
            jg = malha_3455a(itr,jl); 
            soma =(c2/s)*mgf(il,jl) + (Vx*mdx(il,jl) + Vy*mdy(il,jl))*s*mdt/(6*jac); 
            A(ig,jg) = A(ig,jg)+stm*s*mfi(il,jl)+soma; 
            B(ig,jg) = B(ig,jg)+stn*s*mfi(il,jl)-soma; 
        end 
    end 
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end 
u0 = zeros(ntn,1); 
% 
%    Condicao inicial (distribuição de CO_2 sobre o domínio em t = 0) 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           u0(ig1) = 0.01; 
           u0(ig2) = u0(ig1); 
           u0(ig3) = u0(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Resolucao iterativa do sistema 
% 
p1=zeros(itmax,1); 
p2=zeros(itmax,1); 
p3=zeros(itmax,1); 
p4=zeros(itmax,1); 
t = 0; 
% 
%   montagem do grafico para a condição inicial e dos nós separados 
% 
fig=figure; 
       subplot(2,2,1) 
       trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 0'), set(gca, 
'CLim', [-0.001, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
for it = 1:itmax 
    p1(it)=u(160); 
    p2(it)=u(300); 
    p3(it)=u(1000); 
    p4(it)=u(2100); 
% 
%  montando a fonte em d para os nós do solo 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           d(ig1) = dt*(c_m+(Ap/2)*cos(w*t)); 
           d(ig2) = d(ig1); 
           d(ig3) = d(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Entrada/Saida nas fronteiras Gama 1 e 2 
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% 
    ntf = length(front2); 
    for itrlf=front2(1):front2(ntf); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            x(ilocal)=nos_3455(ig,1); 
            y(ilocal)=nos_3455(ig,2); 
        end 
        jac2 = sqrt((x(2)-x(1))*(x(2)-x(1))+(y(2)-y(1))*(y(2)-y(1))); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            for jlocal=1:2; 
                s0 = mdt*jac2*b*mfo(ilocal,jlocal); 
            end 
            d(ig) = d(ig)+s0; 
        end 
    end 
% 
%       Efetuando as operações do lado direito 
% 
    dir=B*u0 + d; 
% 
%       Resolvendo o sistema linear e atualizando valores 
% 
    u=A\dir; 
    u0=u; 
    t = t + dt; 
    % 
    %   construção dos gráficos para os instantes de tempos selecionados 
    % 
    if it==10000 
        subplot(2,2,2) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 1098 
horas'),set(gca,'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==20000 
        subplot(2,2,3) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 2196 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==40000 
        subplot(2,2,4) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 4392 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
end 
figure(2) 
subplot(2,2,1) 
plot(tt,p3),title('nó 160'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
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subplot(2,2,2) 
plot(tt,p2),title('nó 300'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,3) 
plot(tt,p1),title('nó 1000'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,4) 
plot(tt,p4),title('nó 2100'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
e=cputime-t0; 
disp('tempo'); 
disp(e); 
 
% 
% Simulação do cenário 3 para dispersão de CO2 no pantanal 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
%                      PARAMETROS                     % 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
clear all; t0=cputime; %format long; 
% 
% parâmetros do modelo 
% 
a  = 0.012;                            % coeficiente difusivo 
s  = 1.5e-2;                           % coeficiente de degradação 
V  = 7.2;                              % velocidade do vento 
tet= -3*pi/4;                          % direção do vento 
c_m= 0.5;                              % fonte de CO_2 media 
Ap = (0.9-0.35);                       % amplitude da fonte de C0_2 
w  = pi/4392;                          % período do ciclo anual 
b  = 0.0;                              % permeabilidade em Gama 1 e 2 
% 
% malha do dominio (gerada pelo gmsh) 
% 
load malha_3455.mat;                   % matriz malha dos elementos finitos indicando a 
superficie 
load nos_3455.mat;                     % matriz de coordenadas dos nós 
load front2.mat;                       % vetor de nós nas froteiras Gama 1 e 2 
load malha_3455a.mat;                  % matriz malha - só os nós 
ntr = length(malha_3455a);             % calculo do nº de elementos da malha 
ntn = length(nos_3455);                % calculo do nº de nós da malha 
tfinal=4392;                           % atribuição do instante final 
itmax =40000;                          % nº máximo de iteraçoes no tempo 
xmax = max(nos_3455(:,1));             % cálculo do valor máximo em no eixo x  
ymax = max(nos_3455(:,2));             % cálculo do valor máximo no eixo y 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
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% calculo dos parametros da discretizacao 
% 
dt = tfinal/itmax; 
mdt = dt/2; 
% 
% preparacao dos parametros que independem das coordenadas 
% 
tt  = [dt:dt:tfinal];         % vetor tempo (horas) 
c1 = mdt*s;                   % coef. aux (fi-j | fi-i) 
c2 = mdt*a;                   % coef. (grad fi-j | grad fi-i) 
Vx = mdt*V*cos(tet);          % coef. (d fi-j/dx | fi-i) 
Vy = mdt*V*sin(tet);          % coef. (d fi-j/dy | fi-i) 
stm=(1+c1);                   % coef. a esq (fi-j | fi-i) 
stn=(1-c1);                   % coef. a dir (fi-j | fi-i) 
% 
% submatrizes de rigidez 
% 
% (fi-j)*(fi-i) 
% 
mfi=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24 1/12]; 
% 
%   submatrizes nas fronteiras Gama 1 e Gama 2 
% 
mfo=[1/3 1/6; 1/6 1/3]; 
% 
% montagem das matrizes do sistema  
%  
A = sparse(ntn,ntn); 
B = sparse(ntn,ntn); 
d = zeros(ntn,1); 
u = zeros(ntn,1); 
x=zeros(3); 
y=x; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
for itr=1:ntr 
    for il=1:3 
       ig = malha_3455a(itr,il); 
       x(il)=nos_3455(ig,1); 
       y(il)=nos_3455(ig,2); 
    end 
    jac = det([(x(2)-x(1)) (x(3)-x(1));(y(2)-y(1)) (y(3)-y(1))]); 
    s   = abs(jac); 
% 
%   calculo das entradas p\ submatrizes restantes  
% 
    dfdx(1)=y(2)-y(3); dfdy(1)=x(3)-x(2); 
    dfdx(2)=y(3)-y(1); dfdy(2)=x(1)-x(3); 
    dfdx(3)=y(1)-y(2); dfdy(3)=x(2)-x(1); 
% 
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%  Obtendo a submatriz de rigidez para (grad fi_i | grad fi_j) 
% 
    gra1 = [(dfdx(1)^2) (dfdx(1)*dfdx(2)) (dfdx(1)*dfdx(3));(dfdx(2)*dfdx(1)) (dfdx(2)^2) 
(dfdx(2)*dfdx(3));(dfdx(3)*dfdx(1)) (dfdx(3)*dfdx(2)) (dfdx(3)^2)]; 
    gra2 = [(dfdy(1)^2) (dfdy(1)*dfdy(2)) (dfdy(1)*dfdy(3));(dfdy(2)*dfdy(1)) (dfdy(2)^2) 
(dfdy(2)*dfdy(3));(dfdy(3)*dfdy(1)) (dfdy(3)*dfdy(2)) (dfdy(3)^2)]; 
    mgf  = gra1 + gra2; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dx | fi-i) 
% 
    mdx  = [dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3)]; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dy | fi-i) 
% 
    mdy  = [dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3)]; 
% 
% 
    for il=1:3 
        ig = malha_3455a(itr,il); 
        for jl=1:3 
            jg = malha_3455a(itr,jl); 
            soma =(c2/s)*mgf(il,jl) + (Vx*mdx(il,jl) + Vy*mdy(il,jl))*s*mdt/(6*jac); 
            A(ig,jg) = A(ig,jg)+stm*s*mfi(il,jl)+soma; 
            B(ig,jg) = B(ig,jg)+stn*s*mfi(il,jl)-soma; 
        end 
    end 
end 
u0 = zeros(ntn,1); 
% 
%    Condicao inicial (distribuição de CO_2 sobre o domínio em t = 0) 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           u0(ig1) = 0.01; 
           u0(ig2) = u0(ig1); 
           u0(ig3) = u0(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Resolucao iterativa do sistema 
% 
p1=zeros(itmax,1); 
p2=zeros(itmax,1); 
p3=zeros(itmax,1); 
p4=zeros(itmax,1); 
t = 0; 
% 
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%   montagem do grafico para a condição inicial e dos nós separados 
% 
fig=figure; 
       subplot(2,2,1) 
       trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 0'), set(gca, 
'CLim', [-0.001, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
for it = 1:itmax 
    p1(it)=u(160); 
    p2(it)=u(300); 
    p3(it)=u(1000); 
    p4(it)=u(2100); 
% 
%  montando a fonte em d para os nós do solo 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           d(ig1) = dt*(c_m+(Ap/2)*cos(w*t)); 
           d(ig2) = d(ig1); 
           d(ig3) = d(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Entrada/Saida nas fronteiras Gama 1 e 2 
% 
    ntf = length(front2); 
    for itrlf=front2(1):front2(ntf); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            x(ilocal)=nos_3455(ig,1); 
            y(ilocal)=nos_3455(ig,2); 
        end 
        jac2 = sqrt((x(2)-x(1))*(x(2)-x(1))+(y(2)-y(1))*(y(2)-y(1))); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            for jlocal=1:2; 
                s0 = mdt*jac2*b*mfo(ilocal,jlocal); 
            end 
            d(ig) = d(ig)+s0; 
        end 
    end 
% 
%       Efetuando as operações do lado direito 
% 
    dir=B*u0 + d; 
% 
%       Resolvendo o sistema linear e atualizando valores 
% 
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    u=A\dir; 
    u0=u; 
    t = t + dt; 
    % 
    %   construção dos gráficos para os instantes de tempos selecionados 
    % 
    if it==10000 
        subplot(2,2,2) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 1098 
horas'),set(gca,'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==20000 
        subplot(2,2,3) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 2196 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==40000 
        subplot(2,2,4) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 4392 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
end 
figure(2) 
subplot(2,2,1) 
plot(tt,p3),title('nó 160'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,2) 
plot(tt,p2),title('nó 300'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,3) 
plot(tt,p1),title('nó 1000'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,4) 
plot(tt,p4),title('nó 2100'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
e=cputime-t0; 
disp('tempo'); 
disp(e); 
 
% 
% Simulação do cenário 4 para dispersão de CO2 no pantanal 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
%                      PARAMETROS                     % 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
clear all; t0=cputime; %format long; 
% 
% parâmetros do modelo 
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% 
a  = 0.012;                            % coeficiente difusivo 
s  = 1.5e-2;                           % coeficiente de degradação 
V  = 3.6;                              % velocidade do vento 
tet= 3*pi/4;                           % direção do vento 
c_m= 0.5;                              % fonte de CO_2 media 
Ap = (0.9-0.35);                       % amplitude da fonte de C0_2 
w  = pi/4392;                          % período do ciclo anual 
b  = 0.0;                              % permeabilidade em Gama 1 e 2 
% 
% malha do dominio (gerada pelo gmsh) 
% 
load malha_3455.mat;                   % matriz malha dos elementos finitos indicando a 
superficie 
load nos_3455.mat;                     % matriz de coordenadas dos nós 
load front2.mat;                       % vetor de nós nas froteiras Gama 1 e 2 
load malha_3455a.mat;                  % matriz malha - só os nós 
ntr = length(malha_3455a);             % calculo do nº de elementos da malha 
ntn = length(nos_3455);                % calculo do nº de nós da malha 
tfinal=4392;                           % atribuição do instante final 
itmax =40000;                          % nº máximo de iteraçoes no tempo 
xmax = max(nos_3455(:,1));             % cálculo do valor máximo em no eixo x  
ymax = max(nos_3455(:,2));             % cálculo do valor máximo no eixo y 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
% calculo dos parametros da discretizacao 
% 
dt = tfinal/itmax; 
mdt = dt/2; 
% 
% preparacao dos parametros que independem das coordenadas 
% 
tt  = [dt:dt:tfinal];         % vetor tempo (horas) 
c1 = mdt*s;                   % coef. aux (fi-j | fi-i) 
c2 = mdt*a;                   % coef. (grad fi-j | grad fi-i) 
Vx = mdt*V*cos(tet);          % coef. (d fi-j/dx | fi-i) 
Vy = mdt*V*sin(tet);          % coef. (d fi-j/dy | fi-i) 
stm=(1+c1);                   % coef. a esq (fi-j | fi-i) 
stn=(1-c1);                   % coef. a dir (fi-j | fi-i) 
% 
% submatrizes de rigidez 
% 
% (fi-j)*(fi-i) 
% 
mfi=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24 1/12]; 
% 
%   submatrizes nas fronteiras Gama 1 e Gama 2 
% 
mfo=[1/3 1/6; 1/6 1/3]; 
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% 
% montagem das matrizes do sistema  
%  
A = sparse(ntn,ntn); 
B = sparse(ntn,ntn); 
d = zeros(ntn,1); 
u = zeros(ntn,1); 
x=zeros(3); 
y=x; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
for itr=1:ntr 
    for il=1:3 
       ig = malha_3455a(itr,il); 
       x(il)=nos_3455(ig,1); 
       y(il)=nos_3455(ig,2); 
    end 
    jac = det([(x(2)-x(1)) (x(3)-x(1));(y(2)-y(1)) (y(3)-y(1))]); 
    s   = abs(jac); 
% 
%   calculo das entradas p\ submatrizes restantes  
% 
    dfdx(1)=y(2)-y(3); dfdy(1)=x(3)-x(2); 
    dfdx(2)=y(3)-y(1); dfdy(2)=x(1)-x(3); 
    dfdx(3)=y(1)-y(2); dfdy(3)=x(2)-x(1); 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (grad fi_i | grad fi_j) 
% 
    gra1 = [(dfdx(1)^2) (dfdx(1)*dfdx(2)) (dfdx(1)*dfdx(3));(dfdx(2)*dfdx(1)) (dfdx(2)^2) 
(dfdx(2)*dfdx(3));(dfdx(3)*dfdx(1)) (dfdx(3)*dfdx(2)) (dfdx(3)^2)]; 
    gra2 = [(dfdy(1)^2) (dfdy(1)*dfdy(2)) (dfdy(1)*dfdy(3));(dfdy(2)*dfdy(1)) (dfdy(2)^2) 
(dfdy(2)*dfdy(3));(dfdy(3)*dfdy(1)) (dfdy(3)*dfdy(2)) (dfdy(3)^2)]; 
    mgf  = gra1 + gra2; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dx | fi-i) 
% 
    mdx  = [dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3)]; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dy | fi-i) 
% 
    mdy  = [dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3)]; 
% 
% 
    for il=1:3 
        ig = malha_3455a(itr,il); 
        for jl=1:3 
            jg = malha_3455a(itr,jl); 
            soma =(c2/s)*mgf(il,jl) + (Vx*mdx(il,jl) + Vy*mdy(il,jl))*s*mdt/(6*jac); 
            A(ig,jg) = A(ig,jg)+stm*s*mfi(il,jl)+soma; 
            B(ig,jg) = B(ig,jg)+stn*s*mfi(il,jl)-soma; 
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        end 
    end 
end 
u0 = zeros(ntn,1); 
% 
%    Condicao inicial (distribuição de CO_2 sobre o domínio em t = 0) 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           u0(ig1) = 0.01; 
           u0(ig2) = u0(ig1); 
           u0(ig3) = u0(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Resolucao iterativa do sistema 
% 
p1=zeros(itmax,1); 
p2=zeros(itmax,1); 
p3=zeros(itmax,1); 
p4=zeros(itmax,1); 
t = 0; 
% 
%   montagem do grafico para a condição inicial e dos nós separados 
% 
fig=figure; 
       subplot(2,2,1) 
       trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 0'), set(gca, 
'CLim', [-0.001, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
for it = 1:itmax 
    p1(it)=u(160); 
    p2(it)=u(300); 
    p3(it)=u(1000); 
    p4(it)=u(2100); 
% 
%  montando a fonte em d para os nós do solo 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           d(ig1) = dt*(c_m+(Ap/2)*cos(w*t)); 
           d(ig2) = d(ig1); 
           d(ig3) = d(ig1); 
        end 
    end 
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% 
%    Entrada/Saida nas fronteiras Gama 1 e 2 
% 
    ntf = length(front2); 
    for itrlf=front2(1):front2(ntf); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            x(ilocal)=nos_3455(ig,1); 
            y(ilocal)=nos_3455(ig,2); 
        end 
        jac2 = sqrt((x(2)-x(1))*(x(2)-x(1))+(y(2)-y(1))*(y(2)-y(1))); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            for jlocal=1:2; 
                s0 = mdt*jac2*b*mfo(ilocal,jlocal); 
            end 
            d(ig) = d(ig)+s0; 
        end 
    end 
% 
%       Efetuando as operações do lado direito 
% 
    dir=B*u0 + d; 
% 
%       Resolvendo o sistema linear e atualizando valores 
% 
    u=A\dir; 
    u0=u; 
    t = t + dt; 
    % 
    %   construção dos gráficos para os instantes de tempos selecionados 
    % 
    if it==10000 
        subplot(2,2,2) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 1098 
horas'),set(gca,'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==20000 
        subplot(2,2,3) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 2196 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==40000 
        subplot(2,2,4) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 4392 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
end 
figure(2) 
subplot(2,2,1) 
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plot(tt,p3),title('nó 160'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,2) 
plot(tt,p2),title('nó 300'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,3) 
plot(tt,p1),title('nó 1000'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,4) 
plot(tt,p4),title('nó 2100'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
e=cputime-t0; 
disp('tempo'); 
disp(e); 
 
% 
% Simulação do cenário 5 para dispersão de CO2 no pantanal 
% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
%                      PARAMETROS                     % 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
clear all; t0=cputime; %format long; 
% 
% parâmetros do modelo 
% 
a  = 0.012;                            % coeficiente difusivo 
s  = 1.5e-2;                           % coeficiente de degradação 
V  = 10;                               % velocidade do vento (m/h) 
tet= 0;                                % direção do vento 
c_m= 0.5;                              % fonte de CO_2 media 
Ap = (0.9-0.35);                       % amplitude da fonte de C0_2 
w  = pi/4392;                          % período do ciclo anual 
b  = 0.0;                              % permeabilidade em Gama 1 e 2 
% 
% malha do dominio (gerada pelo gmsh) 
% 
load malha_3455.mat;                   % matriz malha dos elementos finitos indicando a 
superficie 
load nos_3455.mat;                     % matriz de coordenadas dos nós 
load front2.mat;                       % vetor de nós nas froteiras Gama 1 e 2 
load malha_3455a.mat;                  % matriz malha - só os nós 
ntr = length(malha_3455a);             % calculo do nº de elementos da malha 
ntn = length(nos_3455);                % calculo do nº de nós da malha 
tfinal=4392;                           % atribuição do instante final 
itmax =40000;                          % nº máximo de iteraçoes no tempo 
xmax = max(nos_3455(:,1));             % cálculo do valor máximo em no eixo x  
ymax = max(nos_3455(:,2));             % cálculo do valor máximo no eixo y 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% 
% calculo dos parametros da discretizacao 
% 
dt = tfinal/itmax; 
mdt = dt/2; 
% 
% preparacao dos parametros que independem das coordenadas 
% 
tt  = [dt:dt:tfinal];         % vetor tempo (horas) 
c1 = mdt*s;                   % coef. aux (fi-j | fi-i) 
c2 = mdt*a;                   % coef. (grad fi-j | grad fi-i) 
Vx = mdt*V*cos(tet);          % coef. (d fi-j/dx | fi-i) 
Vy = mdt*V*sin(tet);          % coef. (d fi-j/dy | fi-i) 
stm=(1+c1);                   % coef. a esq (fi-j | fi-i) 
stn=(1-c1);                   % coef. a dir (fi-j | fi-i) 
% 
% submatrizes de rigidez 
% 
% (fi-j)*(fi-i) 
% 
mfi=[1/12 1/24 1/24; 1/24 1/12 1/24; 1/24 1/24 1/12]; 
% 
%   submatrizes nas fronteiras Gama 1 e Gama 2 
% 
mfo=[1/3 1/6; 1/6 1/3]; 
% 
% montagem das matrizes do sistema  
%  
A = sparse(ntn,ntn); 
B = sparse(ntn,ntn); 
d = zeros(ntn,1); 
u = zeros(ntn,1); 
x=zeros(3); 
y=x; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
for itr=1:ntr 
    for il=1:3 
       ig = malha_3455a(itr,il); 
       x(il)=nos_3455(ig,1); 
       y(il)=nos_3455(ig,2); 
    end 
    jac = det([(x(2)-x(1)) (x(3)-x(1));(y(2)-y(1)) (y(3)-y(1))]); 
    s   = abs(jac); 
% 
%   calculo das entradas p\ submatrizes restantes  
% 
    dfdx(1)=y(2)-y(3); dfdy(1)=x(3)-x(2); 
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    dfdx(2)=y(3)-y(1); dfdy(2)=x(1)-x(3); 
    dfdx(3)=y(1)-y(2); dfdy(3)=x(2)-x(1); 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (grad fi_i | grad fi_j) 
% 
    gra1 = [(dfdx(1)^2) (dfdx(1)*dfdx(2)) (dfdx(1)*dfdx(3));(dfdx(2)*dfdx(1)) (dfdx(2)^2) 
(dfdx(2)*dfdx(3));(dfdx(3)*dfdx(1)) (dfdx(3)*dfdx(2)) (dfdx(3)^2)]; 
    gra2 = [(dfdy(1)^2) (dfdy(1)*dfdy(2)) (dfdy(1)*dfdy(3));(dfdy(2)*dfdy(1)) (dfdy(2)^2) 
(dfdy(2)*dfdy(3));(dfdy(3)*dfdy(1)) (dfdy(3)*dfdy(2)) (dfdy(3)^2)]; 
    mgf  = gra1 + gra2; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dx | fi-i) 
% 
    mdx  = [dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3);dfdx(1) dfdx(2) dfdx(3)]; 
% 
%  Obtendo a submatriz de rigidez para (d fi-j/dy | fi-i) 
% 
    mdy  = [dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3);dfdy(1) dfdy(2) dfdy(3)]; 
% 
% 
    for il=1:3 
        ig = malha_3455a(itr,il); 
        for jl=1:3 
            jg = malha_3455a(itr,jl); 
            soma =(c2/s)*mgf(il,jl) + (Vx*mdx(il,jl) + Vy*mdy(il,jl))*s*mdt/(6*jac); 
            A(ig,jg) = A(ig,jg)+stm*s*mfi(il,jl)+soma; 
            B(ig,jg) = B(ig,jg)+stn*s*mfi(il,jl)-soma; 
        end 
    end 
end 
u0 = zeros(ntn,1); 
% 
%    Condicao inicial (distribuição de CO_2 sobre o domínio em t = 0) 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           u0(ig1) = 0.01; 
           u0(ig2) = u0(ig1); 
           u0(ig3) = u0(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Resolucao iterativa do sistema 
% 
p1=zeros(itmax,1); 
p2=zeros(itmax,1); 
p3=zeros(itmax,1); 
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p4=zeros(itmax,1); 
t = 0; 
% 
%   montagem do grafico para a condição inicial e dos nós separados 
% 
fig=figure; 
       subplot(2,2,1) 
       trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 0'), set(gca, 
'CLim', [-0.001, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
for it = 1:itmax 
    p1(it)=u(160); 
    p2(it)=u(300); 
    p3(it)=u(1000); 
    p4(it)=u(2100); 
% 
%  montando a fonte em d para os nós do solo 
% 
    for ii=1:ntr 
        if malha_3455(ii,1)==147 
           ig1 = malha_3455(ii,2); 
           ig2 = malha_3455(ii,3); 
           ig3 = malha_3455(ii,4); 
           d(ig1) = dt*(c_m+(Ap/2)*cos(w*t)); 
           d(ig2) = d(ig1); 
           d(ig3) = d(ig1); 
        end 
    end 
% 
%    Entrada/Saida nas fronteiras Gama 1 e 2 
% 
    ntf = length(front2); 
    for itrlf=front2(1):front2(ntf); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            x(ilocal)=nos_3455(ig,1); 
            y(ilocal)=nos_3455(ig,2); 
        end 
        jac2 = sqrt((x(2)-x(1))*(x(2)-x(1))+(y(2)-y(1))*(y(2)-y(1))); 
        for ilocal=1:2; 
            ig = front2(itrlf); 
            for jlocal=1:2; 
                s0 = mdt*jac2*b*mfo(ilocal,jlocal); 
            end 
            d(ig) = d(ig)+s0; 
        end 
    end 
% 
%       Efetuando as operações do lado direito 
% 
    dir=B*u0 + d; 
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% 
%       Resolvendo o sistema linear e atualizando valores 
% 
    u=A\dir; 
    u0=u; 
    t = t + dt; 
    % 
    %   construção dos gráficos para os instantes de tempos selecionados 
    % 
    if it==10000 
        subplot(2,2,2) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 1098 
horas'),set(gca,'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==20000 
        subplot(2,2,3) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 2196 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
    if it==40000 
        subplot(2,2,4) 
        trisurf(malha_3455a,nos_3455(:,1),nos_3455(:,2),u0),view(0,90),title('t = 4392 horas'), 
set(gca, 'CLim', [0, 2]),colorbar,shading interp,set(gcf,'renderer','painters'); 
    end 
end 
figure(2) 
subplot(2,2,1) 
plot(tt,p3),title('nó 160'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,2) 
plot(tt,p2),title('nó 300'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,3) 
plot(tt,p1),title('nó 1000'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
subplot(2,2,4) 
plot(tt,p4),title('nó 2100'),ylabel('Concentração (g/m^2)'),xlabel('tempo (horas)'),grid on, 
axis([0 tfinal 0 2.4]); 
e=cputime-t0; 
disp('tempo'); 
disp(e); 
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